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SOLUTION D'UN PROBLÈME D'ANALYSE; 
Par Joseph LIOUVILLE 



1. Soient x une variable indépendante comprise entre deux limites réelles x, 
X, et 4>{x) une fonction de x déterminée, mais inconnue, qui ne devienne jamais 
infinie lorsque x croît de x à X. Cela posé, le problème que je veux résoudre 
est le suivant : quelle doit être la valeur de la fonction 4>{x) pour que l'on ait 
constamment 



(1) 



x n 4>{x)dx = 0, 



n étant un quelconque des nombres entiers 0, 1, 2, 3,. . . ? Je dis que la fonction 
4>(x) qui résout ce problème est identiquement nulle, en sorte que l'on a <p( x ) = 
depuis x = x jusqu'à x = X. En effet, si la fonction (j>(x) n'est pas nulle depuis 
x = x jusqu'à x = X, il faut que dans cet intervalle elle change de signe un 
certain nombre de fois, sans quoi les éléments de l'intégrale placée au premier 
membre de l'équation (1) seraient tous de même signe et ne pourraient avoir zéro 
pour somme. Supposons donc que la fonction </>(x) change de signe m fois, et 
soient X\, X2,- ■ -X m , les m valeurs de x pour lesquelles ce changement s'effectue. 
Faisons tp(x) = (x — Xi)(x — X2) . . . (x — x m ) : en développant le produit des 
facteurs binômes, ip(x) prendra la forme x m + Aix m_1 + . . . + A m _ia; + A m . Si 
donc on fait, dans l'équation (1), successivement n = m, n = m — l,. . . n = l, 
n = 0, et qu'on ajoute membre à membre les équations ainsi obtenues, après les 
avoir multipliées par les facteurs respectifs 1, Ai,. . .A m _i, A m , on obtiendra 



(2) 



ip(x)4>(x)dx = 



or l'équation (2) est absurde, puisque les deux fonctions 4>(x) et ip(x) changeant 
de signe en même temps, l'élément ip(x)(f)(x)dx doit au contraire conserver tou- 
jours le même signe. Ainsi, lorsque x croît de x à X, il est absurde d'attribuer à 
4>{x) une valeur autre que zéro, C. Q. F. D. Cette démonstration subsiste même 



[JMPA 1837:2] 



lorsqu'on attribue à 4>{x) une valeur imaginaire P + Qy/— 1, car alors l'équa- 
tion (1) se décompose en deux autres équations qui donnent séparément P = 0, 

Q = 1 . 

2. Si l'équation (1) est satisfaite, non pas pour toutes les valeurs de n, mais 
seulement pour les valeurs suivantes 0, 1, 2,. . .(p — 1), je dis que la fonction <p(x) 
(supposée réelle) change de signe au moins p fois ; car si elle ne changeait de 
signe que m fois, m étant < p, on arriverait comme ci-dessus à l'équation (2) 
dont l'absurdité vient d'être démontrée. L'analyse précédente est fondée sur un 
principe semblable à celui dont j'ai fait usage dans un de mes mémoires (tome 
1 er de ce Journal, page 253) ; mais il m'a paru qu'il était utile de donner de ce 
principe une application nouvelle et simple. 



Soient Bo, Bi, . . . B n ,. . . des constantes données à volonté. Si l'on cherche une fonction 

f X 
4>(x) qui satisfasse à l'équation (3) / x n 4>(x)dx = B n , n étant un quelconque des nombres 

•/ X 

compris dans la série 0, 1, 2, 3,. . ., ce problème n'aura jamais plusieurs solutions. En effet si 

toutes les équations contenues dans la formule (3) sont satisfaites en prenant <j>(x) = f(x), on 

,X 
pourra poser en général 4>(x) = f(x) +zu(x), et il en résultera / x n zu(x)dx = 0, et par suite 

<* X 
zu(x) = 0, ce qui démontre notre théorème. 



SOLUTION 

D'une question qui se présente dans le calcul des probabilités ; 
Par M. É. MONDÉSIR, 

Elève ingénieur des Ponts-et-Chaussées. 
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Si une urne contient b boules blanches et n boules noires, et qu'on en tire 
p au hasard, la probabilité de tirer parmi les boules restantes soit q blanches, 
soit q noires, n'est point altérée et reste la même qu'avant la soustraction des p 
boules. 

Il y aura trois cas à examiner, suivant que p sera à la fois plus petit que b et 
que n, ou compris entre les deux, ou plus grand en même temps que b et que n. 

l or cas : p < b, p < n. 

Il y aura dans ce cas (p + 1) hypothèses à faire sur la composition des p 
boules, savoir : 

l re hyp p blanches, 

2 e hyp. (p — 1) bl., 1 noire, 



(p + l) me hyp p noires. 

Dans chacune de ces hypothèses, la probabilité pour amener q blanches, par 
exemple, parmi les (b + n — p) boules restantes serait, 



(1) 



Dans la l rc hypothèse 
Dans la 2 e hypothèse 



Dans la (p + l) me hyp. 



{b-p)(b-p-l)...[b-p-(q-l)] 
(b+n-p)(b+n-p-l)...[b+n-p-(q-l)] ' 
(b-p+l)(b-p+l-l)...[b-p+l-(q-l)] 
(b+n-p)(b+n-p-l)...[b+n-p-(q-l)]> 

h(6-l)...[b-(g-l)] 

(b+n-p)(b+n-p-l)...[b+n-p-(q-l)] ■ 



Cherchons maintenant la probabilité de chaque hypothèse. Soit N le nombre 
d'arrangements possibles avec (b + n) lettres, en les prenant p à p : ce nombre 
sera 

N = {b + n){b + n- 1) . . . [b + n - {p - 1)]; 

il exprimera toutes les manières possibles de faire le tirage des p boules, en 
supposant qu'on les tire de l'urne une à une. 

Nous aurons d'un autre côté toutes les manières possibles de faire le tirage 
de p blanches, en prenant le nombre d'arrangements de b lettres p à p. Nommons 
ce nombre Aq : il sera 
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Ao = 6(6-l)(6-2)...[6-(p-l)]. 



Nous aurons Ai, ou le nombre de manières possibles de tirer (p — 1) blanches 
et 1 noire, en observant que l'on peut former ce nombre en prenant chacun des 
arrangements de b boules (p — 1) à (p — 1), y ajoutant chacune des n boules 
noires, et permutant cette boule aux p places qu'elle peut occuper dans chacun 
des arrangements : nous aurons donc 

Ai = b{b- 1)... [b- (p-2)]p.n. 

Pour obtenir A2, prenons chaque arrangement de b lettres (p — 2) à (p — 2) ; 
ajoutons-y chaque combinaison de n lettres 2 à 2 : la permutation de la première 
lettre aux (p— 1) places de l'arrangement de (jp — 2) lettres donnera lieu à (jp—1) 
arrangements nouveaux de {p — 1) lettres, et la permutation de la 2 me lettre 
transformera chaque arrangement de {p — 1) lettres en p arrangements de p 
lettres. On a évidemment de cette manière tous les arrangements possibles de 
(b — 2) boules blanches et de a boules noires : écrivons donc 

A 2 = 6(6 - 1) . . . [b - (p - 3)}p( P - 1)=^, 
nous aurons de même 

A 3 = 6(6 - 1) ... [b - (p - 4)]p(p - l)(p - 2) " ( "-i ( 3 "- 2) , 



A p _ 2 = b(b - l)p(p - i) "("-i)->-(r-3)] : 
A p _i = bp- 



1.2 

^n(n-l)...[n-(p-2)] 



A p = n{n - l)(n - 2) ... [n - {p - 1)]. 

Ao exprimant le nombre de manières possibles de tirer p blanches, et N le nombre [JMPA 1837:5] 
de manières possibles de tirer p boules quelconques, Ao étant, en d'autres termes, 
le nombre de coups favorables à la première hypothèse, et N le nombre de coups 

possibles, — — doit exprimer la probabilité de la première hypothèse : de même 
les probabilités des hypothèses suivantes seront exprimées par les fractions 

Ai A2 A p _i Ap 

N ' N ' '" N ' N ' 

Si nous multiplions la probabilité de chaque hypothèse par la probabilité 
correspondante (1), et si nous faisons la somme, nous aurons pour la probabilité 
de tirer q blanches parmi les (b + n — p) boules restantes, la série suivante 

1 f A (b-p)(b-p-l)...[b-p-(q-l)] . (b-p+l)(b-p+l-l)...[b-p+l-(q-l)] 

S \ ° (b+n-p)...[b+n-p-(q-l)] ~T" rtl (b+n-p)...[b+n-p-(q-l)] 



N 



A (b-p+2)(b-p+2-l)...[b-p+2-(q-l)} 
rt2 ( b +n-p)...[b+n-p-(q-\)} ">" 

, A 6(h-l)...(6-q-l] \ 

"""""■P (b+n-p)...[b+n-p-(q-l)] j 



Remplaçons dans cette série Ao, Ai,. . . A p , par leurs valeurs, ainsi que N et 
remarquons que le facteur suivant (b+ n )(b+n-ï) — \b+ n -( -ni es ^ commun à tous 
les termes ; la probabilité cherchée sera 



b(ft-l). ..[&-(<?-!)] j (b-q)...[b-p-( q -l)] 

(b+n)(6+n-l)...[6+n-(g-l) 1 (6+n-g)...[6+n-p-(g-l)] 



(b-q)...[b- P +l-(q-l)} 



(b+n— <j)...[b+n— p— (g— 1' 
(b-q)...[b-p+2-(q-l)} 



(b+n—q)...[b+n—p—(q—l) 
(b-q)(b-q-l) 



(b+n—q)...[b+n—p—(q—l) 
b-<i 



(b+n—q) . . . [b+n—p—(q—ï 
n(n— l)...[n— (p— 1)] 



p(p-l)=^=ll + 

^(p-l) ^"- 1 )"-^-^- 3 )] 

n(u-l)-[n-(p-2)] 
f 1 



^ (6+n-?)...[6+n-p-(g-l); 

Examinons la signification et la valeur de la quantité contenue entre les crochets : [JMPA 1837:6] 

tous les termes de la série ont un dénominateur commun (b + n — q) . . .[b + n — 

p — (q — 1)] = (b+ n — q)(b+ n — q — 1) . . .[b+n — q— (p — 1)] : ce dénominateur 

est le nombre d'arrangements possibles avec (b+n — q) lettres prises p à p ; il ne 

diffère du dénominateur N que par le changement de (b + n) en (b+n — q) ; il 

doit donc exprimer le nombre de coups possibles, quand on tire p boules d'une 

urne qui en contient (b + n — q). 

Considérons chaque expression de la série, à part ce dénominateur commun, 
par exemple l'expression 

(b - q) ... [b - p + 2 - (q - ï)]p(p - 1)=^, 
on peut l'écrire ainsi 

(e,_g)( 6 _g_l)...[6_g_(p_3)] p (p_l)ni»=ll. 

Comparée à l'expression A 2 , on voit que cette formule n'en diffère que par le 
changement de b en (b — q) ; elle doit exprimer toutes les manières possibles de 
tirer (p — 2) boules blanches et 2 noires d'une urne qui contient (b — q) boules 
blanches et n noires. On verrait de même que les autres expressions contenues 
entre les crochets ne diffèrent des autres expressions Ao, Ai, etc., que par le 
même changement de 6 en (b — q). La somme de ces expressions, sauf leur 
dénominateur commun, indique donc toutes les manières possibles de tirer p 
boules d'une urne qui contient (b — q) blanches et n noires, comme la somme 
des expressions Ao etc., indique toutes les manières possibles de tirer p boules 
d'une urne qui contient b blanches et n noires. Cette somme d'expressions est 
donc égale à son dénominateur commun, et la série entière comprise entre les 
crochets égale à l'unité, ce qui réduit la probabilité cherchée à 

b(b-l)...[b-(q-l)} 



(b+n){b+n-l)...[b+n-(q-l)] ' 

c'est-à-dire à ce qu'elle était avant le tirage de p boules. 

10 



2 mc cas. p > b et < n. 

[JMPA 1837:7] 

Dans ce cas, au lieu des (p+1) hypothèses du cas précédent, nous n'en aurons 
que (6+1) : les probabilités de ces hypothèses formées comme précédemment 
seront 



^^{ ^Cn-D-tn-^)] }!. 



I Ab = {n(n - l)(n - 2) ... [n - (p - 1)]} I; 
dans ces diverses hypothèses, les probabilités de tirer g blanches sont 

l ro hyp ... 0, 
2 e hyp... 0, 



(g + i) me hyp... fh+ „_fc^"- 2 n - 



(&+n-p)...[6+n-p-(ç-l)] ' 



(6+1) hyp... ( 6+n _ p ) ...[ 6+n _ p _( ? _ 1 )] • 

En multipliant respectivement ces hypothèses l'une par l'autre, et faisant la 
somme, nous aurons pour la probabilité cherchée 

!/ A 9(9-1). ..3.2.1 , (q+l)q-2 

N \ rt «(h+n-p)...[b+n-p-(q-l)] f" rt< 3+! (6+n-p)...[h+n-p-(g-l)] 



+A 



(q+2)(g+l)...3 
9+2 (b+ n _p)...[6+ n _ p _(g_i)] 



fc(b-l)...[b-(q-l)] 1 

lb (6+n-p)...[fc+n-p-(g-l)] / 



Or remarquons qu'on peut mettre en facteur commun „_. , \ b+n _t r~h\ chaque 

terme contenant en numérateur le produit de la suite des nombres depuis b [JMPA 1837:i 

jusqu'à 1, ou jusqu'à 2, etc., et au moins jusqu'à [b— (q— 1)], et en dénominateur 

la suite (b + n) . . . [b + n — (p — !)](& + n — p) . . . [b + n — p — (q — 1)] : écrivons 
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donc pour la probabilité demandée 

b(b-l)...[b-(q-l)] 
(b+n-p)...[b n -p-{q-l)] 

(b-q). ..3.2.1 



(b+n-q)...[b+n-p-(q-l)} 
(b-q). ..3.2 



(b+n-q)...[b+n-p-(q-l)] 

(b-q)... 3 

(b+n-q)...[b+n-p-(q-l)] 



W]( b -<i) 



ï#- 



n(n-l)...[n-(p-b+q-l)\ 
' ■ ■ -V 1.2.3. ..(p-b+q) 

n(n-l)...[n- (p-b+q)] 
■f 1.2.3.. .(p-6+g+l) 



■P 



n(n-l)...[n-(p-b+q+l)] 
1.2.3. ..(p-b+q+2) 



+ (6+n- g )...[6+n-p-( 9 -l)] n ( n ~ l(n - 2) . . . [n - (p - 1)]} . 

La série comprise entre les crochets se compose de (6 — q + 1) termes corres- 
pondants aux (6 — q + 1) hypothèses possibles sur la composition de p boules 
tirées d'une urne qui contiendrait (6 — q) blanches et n noires, et en employant 
ainsi le raisonnement appliqué déjà dans le cas précédent, on voit aisément 
que cette série doit se réduire a 1, puisque d'un côté le dénominateur commun 
(b + n — q) . . . [b + n — 1 — (p — 1)] exprime toutes les manières possibles de tirer 
p boules d'une urne qui en contient (b + n — q), que de l'autre la somme des 
numérateurs exprime exactement la même chose. La probabilité cherchée est 
donc, comme dans le 1 er cas, la même qu'avant le tirage de p boules. 

3 mo cas. p > b et > n. 

Le nombre d'hypothèses possibles sur la composition des p boules sera alors 
égal a un certain nombre (fc + 1) = (b+n — p+l) : nous obtiendrons toujours la 
probabilité des diverses hypothèses comme précédemment, et nous aurons pour 
les valeurs de ces probabilités 



A 
Ai 
A 2 



N 
1 

N 
1 



:A fc _ 



fc-2 



Afe_i 



:A k 



b(b- 

b{b 

b{b 



N : 



.3.2.1(6+l)... ^"t2±7 P V" 1)] }^ 

■ 3.2b(b+i)...p ^ï.i:tiï )] }^ 

1 

N 



.3(6-1) 



■P 



n(n— 1)... [n— (p—b+ 



1.2.3. ..(p-b+2) 



uni 

/ N 



N : 



b(b ~ 1) ■ ■ ■ (fc - 1)(6 ~ k + 3) . . .p n ^&%XEv 3)] } ^ 

Kb - 1) ■ • • k(b - k + 2) . . . P n(n ^XXl-ii 2)] } ^ 

6(6 - 1) . . . (k + 1)(6 - k + 1) . .* «*-&££-&; 



m\I 



[JMPA 1837:9] 
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dans ces diverses hypothèses, les probabilités de tirer q blanches sont 

l re hyp.... 0, 

2° hyp.... 0, 



( a + r\«me u g(g-l)...3.2.1 . 

yq^r±) nyp. ( b+n _ p ) ...[j, +n _ p _(g_i)]i 

(fc + n^hyp. fc(fc-i)-,-[fe-(g-i)i 

V " ' / ^^ (b+n — p)...[b+n— p— (q— 1)J 

Nous aurons donc pour la probabilité cherchée 

jL/a g(g-l)... 3.2.1 » (g+l)q...3.2 

N \ rt ï(b+n-p)...[b+n-p-(g-l)] " 1 ~ rt <3+ 1 (b+n-p)...[b+n-p-(< î -l)] 

, A fc(fc-l)...[fc-(g-l)] \ 

^ "•" Afc (6+n-p)...[i>+n-p-(g-l)] J 

b(b-l)...g(g-l)... 3.2.1 /, ^ „(„-!). ..[ n -(p-b+g-l)] 

— (b+n)...(b+n-p)...[b+n-p-(g-l)] ^ q ~t ± ) ■ ■ ■ P 1.2.3.. .(p-b+g) 

b(b-l)...(g+l)g...3.2 /, x ^ ra (n-l)...[n-(p-h+ g )] 



(b+n)...(b+n-p)...[b+n-p-(ç-l)] ^° ~~ Q) ' ' ' P 1.2.3... 



(p-b+g+1) 



b(b-l)...(fc+l)fc...[fc-(g-l)] /, , ^ n(n-l)...[n-(p-b+fc-l)] 

~r (b+n)...(b+n-p)...[b+n-p-(g-l)]^° « "t" J-,1 • ■ -P 1.2.3.. .(p-b+fc) 

Le facteur jt-) — > ,, , — —, — X, est évidemment commun a tous les termes de la 

(b+n)...[b+n—(q—l)\ 

série, car [k — (q — 1)] = b + n — p — (q — 1) = [b — (q — 1)] — (p — n), est plus 

petit que b — (q — 1) ; on peut donc mettre ce facteur en évidence, et écrire la [JMPA 1837:10] 

série ainsi qu'il suit 

b(b-l)...[b-(q-l)] / (b-q)... 3.2.1 ,, ^ n(n-l). ..[n-(p-b+g-l)] 

(b+n)...[b+n-(q-l)} \(b+n-q)...[b+n-p-(q-l)]\ U q ^r *-)■■■ P 1.2.3. ..(p-b+q) 

, (6-g)-3.2 /, x n(n-l)...[n-(p-fe+g)] 

" r (6+n-g)...[6+n-p-(g-l)] v" H} ■ ■ ■ P 1.2.3.. .(p-b+g+1) 

(b-q)...3 fA_„_11 „ n(n-l)-[n-(p-i)+g+l)] 



+ (b+ra-g)...[b+n-p-(g-l)] (" "? 1)"-P 



1.2.3.. .(p-6+g+2) 



(i,-3).,.[b+n-p-(q-l)] /, ; f I il n(n-l)...[rc-(p-b+fc-l)] ] 

" 1 ~(b+n-g)...[b+n-p-(g-l)]l" «• i" J-^ ■ • -P 1.2. 3.. .(p-b+fc) /' 

La série comprise entre les crochets se compose évidemment de [6 + n — p — 
(q— 1)] termes ou de (k — q+l) termes, chacun des termes exprime la probabilité 
d'une des (b + n— q — p+l) hypothèses que l'on peut faire sur la composition de 
p boules, que l'on tire d'une urne qui en contient (b + n — q), dans le cas où p est 
à la fois plus grand que (b— q) et que n ; or, comme la somme des probabilités de 
toutes les hypothèses possibles, doit être égale à 1, il s'ensuit que la probabilité 
cherchée est réduite au premier facteur ( b \ n \ ïb+n-l-i)] comme dans les deux 
cas précédents. 

Le théorème que nous venons de démontrer est encore vrai pour une urne qui 
renfermerait des boules de plusieurs couleurs : on le démontrerait en séparant les 
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boules en deux groupes, dont l'un renfermerait les boules d'une même couleur, et 
l'on prouverait que la probabilité de tirer une boule de cette couleur n'est point 
changée : on ferait de même pour les autres couleurs. Ce théorème peut donc 
être énoncé ainsi dans toute sa généralité : Si une urne renferme des boules de 
plusieurs couleurs, et qu'on en tire au hasard un certain nombre, la probabilité 
d'amener, parmi les boules restantes, q boules d'une couleur quelconque, n'est 
point changée par cette soustraction et reste la même qu'auparavant. Il est 
tout-à-fait semblable à celui dont M. Poisson s'est servi dans son mémoire sur 
l'avantage du banquier au jeu de trente et quarante {Annales de Chimie et de 
Physique, t. XIII, p. 177-178), et on le regardera peut-être comme évident à 
priori, mais il était bon d'en vérifier analytiquement l'exactitude. 
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NOTE 

Sur les points singuliers des Courbes ; 
Par M. PLUCKER. 



[JMPA 1837:11] 



Une courbe quelconque étant proposée, je désignerai 

1°. Par n son degré, ou le nombre de ses points d'intersection avec une ligne 
droite ; 

2°. Par m sa classe (mot introduit par M. Gergonne) ou le nombre de ses 
tangentes, passant par un même point ; 

3°. Par x le nombre de ses points doubles ; 

4°. Par y celui de ses points de rebroussement ; 

5°. Par u le nombre de ses tangentes doubles; et enfin 

6°. Par v celui de ses tangentes (ou points) d'inflexion. 

Dans ce qu'on va lire, je supposerai en outre que la courbe n'a ni points 
multiples, ni tangentes multiples. 

I. Pour toutes les courbes algébriques quelconques, il existe une équation 
générale et unique, qui lie entre eux les nombres 1°. des points doubles (x), 
2°. des points de rebroussement (y), 3°. des tangentes doubles (communes à 
deux branches différentes de la courbe) (u), et 4° des points d'inflexion (v). 
Cette équation est la suivante : 



(v - yf - 9{v - yf[6{v + y) + 4(u + x) - 45] 



+ 756(w - y)(u - x) + 324(w - xf 



0. 



IL Les courbes générales d'un degré quelconque, n'ont ni point double ni 
point de rebroussement. Pour elles on obtient, en posant y = et x = 0, 

v A - 54w 3 - 36ww 2 + 405w 2 + 756uw + 324u 2 = 0. 

III. On obtient pour les courbes générales d'une classe quelconque (qui n'ont [JMPA 1837:12] 
tangentes doubles ni points d'inflexion) l'équation analogue suivante : 



y 4 - 54y 3 - 36xy 2 + 405y 2 + 756xy + 324a; 2 



0. 



IV. Si le nombre des points de rebroussement est égal à celui des points 
d'inflexion, le nombre des points doubles est nécessairement égal à celui des 
tangentes doubles. De plus la courbe est coupée alors par une ligne droite en 
autant de points qu'il y a des tangentes de la courbe aboutissant à un même 
point. On a simultanément 

v = y, u = x, n = m, 2x + 3y = n(n — 2). 
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Pour obtenir les différents cas où les courbes d'un degré donné n sont de la 
même classe, on n'a qu'à résoudre la dernière équation en nombres entiers, en 
satisfaisant en même temps à la condition 

= (n- l)(n-2) 
x + y< y 



1 . 2 

V. Dans le cas général, on a 

(v — y) = 3(m — n), 

(u — x) = \{m — n)(m + n — 9), 

équations simples, qui donnent encore la suivante : 

( u — x\ 

(m + n) — 61 = 9. 

v v — y I 

VI. L'un des deux nombres n et m étant donné l'on peut prendre l'autre 
entre les deux limites déterminées par les deux équations 

m ^ n(n — 1), n ^ m(m — 1); 

excepté toutefois qu'on n'a jamais ni m = n(n — 1) — 1 ni n = m(m — 1) — 1. 
On a généralement, 

m = n(n —1) — 2x — 3y, 
n = m(m—l) — 2u — 3v. 

VIL Enfin l'on a les quatre équations suivantes : 

v = 3n(n —2) — 6x — 8y, 

y = 3m(m—2) — 6u — 8v, 
u=\n(n -2){n 2 -9)-[n {n -1) - 6](2x+3y) + 2x(cc-l) + 6xy + %y{y-l), 
x = ^m{m—2){m —9) — [m(m—ï) — 6](2u+3w) + 2u(u— 1) + 6uv + %v{v— 1). 

L'interprétation géométrique de ces équations est facile. Ainsi, la première 
d'entre elles, par exemple, indique que, si par une détermination spéciale des 
constantes de l'équation générale d'un degré quelconque, la courbe correspon- 
dante acquiert des points doubles ou de rebroussement, le nombre des points 
d'inflexion diminue de six unités pour chaque point double et de huit pour 
chaque point de rebroussement. J'ajouterai que sur les six points d'inflexion 
qui disparaissent, il y a deux de réels et quatre d'imaginaires, si c'est un point 
double proprement dit et supposé réel, qui les remplace ; mais que tous sont 
imaginaires, si c'est un point conjugué. Dans le cas d'un point réel de rebrous- 
sement, il y a, sur les huit points d'inflexion qui disparaissent, deux de réels et 
six d'imaginaires. 

VIII. Les courbes des degrés 3, 4, 5, offrent les différents cas suivants, les 
seuls possibles, par rapport au nombre des points et tangentes singulières, dont 
il est question ici. 
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[JMPA 1837:14] 





n = 3 






m 


X 


y 


u 


V 


6 


— 


— 


— 


9 


4 


1 


— 


— 


3 


3 


— 


î 


— 


1 



m 


X 


y 


u 


V 


12 


— 


— 


28 


24 


10 


1 


— 


16 


18 


9 


— 


î 


10 


16 


8 


2 


— 


8 


12 


7 


1 


î 


4 


10 


6 


3 


— 


4 


6 




— 


2 


1 


8 


5 


2 


1 


2 


4 


4 


1 


2 


1 


2 


3 


— 


3 


1 


— 







n = 5. 




m 


X 


2/ 


u 


V 


20 


— 


— 


120 


45 


18 


1 


— 


92 


39 


17 


— 


1 


78 


37 


16 


2 


— 


68 


33 


15 


1 


1 


56 


31 


14 


3 


— 


48 


27 




— 


2 


45 


29 


13 


2 


1 


38 


25 


12 


4 


— 


32 


21 




1 


2 


29 


23 


11 


3 


1 


24 


19 




— 


3 


21 


21 


10 


5 


— 


20 


15 




2 


2 


17 


17 


9 


4 


1 


14 


13 




1 


3 


11 


15 


8 


6 


— 


12 


9 




3 


2 


9 


11 




— 


4 


6 


13 


7 


5 


1 


8 


7 




2 


3 


5 


9 


6 


4 


2 


5 


5 




1 


4 


2 


7 


5 


3 


3 


3 


3 




— 


5 


— 


5 


4 


2 


4 


2 


1 



On peut dans les tableaux qui précèdent changer réciproquement n en m, x 
en u, y en v. 

IX. En représentant une courbe par une équation entre deux coordonnées 
ordinaires, on la regarde comme engendrée par le mouvement d'un point, dont 
les différentes positions sont données par l'équation. Soient p et q des fonctions 
linéaires des deux coordonnées et 

tp( P ,q) = n = o, 

l'équation d'une courbe quelconque, ou algébrique, ou transcendante. On sait 
qu'un point double de la courbe est alors indiqué par les deux équations suivantes 

dfl _ dfl 

dp dq 

De plus ce point double est, ou l'intersection de deux branches réelles de la 
courbe, ou un point conjugué, ou enfin (en général) un point de rebroussement, 



0. 
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selon qu'on a 

/d 2 ny d 2 n d 2 n /d 2 ny d 2 n d 2 n /cru y „, „, 

\dpdqJ dp 2 dq 2 ' ' \dpdqJ dp 2 dq 2 ' \dpdqJ dp 2 dq 2 

De ces équations l'on déduit facilement pour les courbes du troisième de- 
gré, le théorème suivant que j'ai démontré avec d'autres théorèmes semblables, 
dans un autre endroit : «Les trois asymptotes étant données, le lieu géométrique 
des points de rebroussement de ces courbes est l'ellipse maximum, inscrite au 
triangle formé par les trois asymptotes ; le lieu des points conjugués est l'inté- 
rieur, et le lieu des points doubles, proprement dits, l'extérieur de cette ellipse 
maximum.» 

X. L'équation générale de la ligne droite renferme deux constantes, que nous 
supposons y entrer au premier degré seulement. Nous désignerons deux fonctions 
linéaires quelconques de ces deux constantes par r et s. Alors des valeurs données 
de r et s déterminent une ligne droite unique, et l'équation 

$(r, s) = * = 0, 

en y considérant r et s comme variables, représente une courbe : cette courbe [JMPA 1837:15] 
est regardée comme enveloppée par une ligne droite en mouvement, dont les 
différentes positions sont données par l'équation précédente. Pour une tangente 
double l'équation de la courbe doit subsister simultanément avec les deux équa- 
tions suivantes 

d® _ d* _ 

dr ds 

De plus, cette tangente double touche deux branches réelles de la courbe, ou 
elle est isolée de la courbe (conjuguée), ou enfin elle touche la courbe dans un 
point d'inflexion, selon qu'on a 

d 2 f \ 2 d 2 ^ d 2 ^ /d 2 *\2 d 2 ^ d 2 ^ /rf 2 *\2 d 2 ^ d 2 f 

■ " ' ' - " ' ' 0. 



/ a w y crw a w / crw \ z crw a w / aw \- 

\drdsJ dr 2 ds 2 ' ' \drdsJ dr 2 ds 2 ' \drdsJ 



dr 2 ds 2 



Paris, 12 mars 1836. 
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SECOND MÉMOIRE ^ MPA ™w 

Sur le développement des fonctions ou parties de fonctions en séries 
dont les divers termes sont assujettis à satisfaire à une même 
équation différentielle du second ordre contenant un paramètre 
variable ; 

Par J. LIOUVILLE 



I. 

Dans un premier mémoire sur ce sujet 1 , j'ai eu pour but de trouver par un 
procédé direct et rigoureux la valeur de la série 

IV aVf(x)dx\ 



V gVf(x)dx 

(!) S "^x 

, / gV 2 dx J 

dans laquelle le signe S s'étend à toutes les racines réelles et positives d'une cer- 
taine équation transcendante zu(r) = ; V est une fonction de x et du paramètre 
r, assujettie à satisfaire à la fois à l'équation différentielle 



d[k 



— ) 
dx ) 



(2) v / +(gr-l)V = 0, 

dx 

dans laquelle les fonctions g, k, l de x sont supposées positives, et aux conditions [JMPA 1837:17] 
définies 

(3) hV = pour x = x, 

dx 

(4) — + HV = pour x = X : 
dx 

les coefficients constants h, H sont positifs, nuls ou infinis : lorsqu'on a h = oo, 
l'équation (3), dont on peut diviser les deux membres par h, se réduit à 

V = pour x = x; 

de même, lorsqu'on a H = oo, l'équation (4) se réduit à 

V = pour x = X : 



1 Torne I er de ce Journal, page 253. 



19 



enfin /(ce) est une fonction arbitraire de x, assujettie pourtant aux conditions 
suivantes 

(5) hf(x) = pour x = x. 

dx 

(6) ^M + H/(x) = pour x = X. 

ace 

La fonction V se présente utilement dans la théorie de la chaleur et dans 
une foule de questions physico-mathématiques ; et M. Sturm en a développé 
les propriétés avec beaucoup de soin dans ses deux mémoires sur les équations 
différentielles et sur les équations aux différences partielles 2 . A l'aide de ces 
propriétés que j'ai moi-même étudiées dans le mémoire cité plus haut et dans 
une note particulière, j'ai fait voir que la valeur de la série (1), lorsque cette 
série est convergente, ne peut qu'être égale à f(x), du moins quand la variable 
x reste comprise entre les limites x, X. Dans cette hypothèse de la convergence 
de la série (1) et entre les limites x, X de ï, on a donc 

/ V / qVf(x)dx\ 



gVf{x)dx 
(7) f{x) = S 



x 



\^ / gV 2 dx J 



L'équation w(r) = dont le paramètre r dépend n'a pas de racines né- 
gatives, comme on le reconnaît à l'inspection seule de cette équation. Elle n'a 
pas non plus de racines imaginaires ; c'est ce que M. Poisson a prouvé depuis 
long-temps par un procédé très ingénieux. Mais il est bon d'observer que la 
méthode dont j'ai fait usage pour sommer la série (1) n'exige en aucune ma- 
nière la connaissance du théorème de M. Poisson. Si l'équation zu(r) = avait 
des racines imaginaires, on n'en tiendrait pas compte dans le second membre 
de l'équation (7), et cette équation subsisterait encore et se démontrerait par 
la même analyse. Pour l'exactitude de la démonstration que j'en ai donnée, il 
suffit en effet que les diverses fonctions Vi , V2 , . • • qui répondent aux racines 
réelles et positives ri, ri,. . . de l'équation w(r) = jouissent des propriétés que 
M. Sturm a reconnu leur appartenir. Au surplus, la réalité de toutes les racines 
de l'équation tu(r) = résulte des propriétés mêmes de ces fonctions Vi, V2,. • • 
qui répondent aux valeurs réelles et positives du paramètre r : c'est ce que je 
prouverai à la fin du présent mémoire. 

Si nous revenons à la série (1), nous voyons qu'elle doit être encore l'objet 
d'une recherche nouvelle dont l'importance a été signalée par M. Sturm dans 
son dernier mémoire 3 : il s'agit de prouver que cette série (1) est convergente; 
et j'ai eu le bonheur d'y parvenir il y a quelque temps, du moins dans le cas 
très étendu où les fonctions g, k, /(ce) et leurs dérivées premières et secondes 
conservent toujours des valeurs finies, lorsque x croît de x à X. Ma démonstra- 
tion, quoique très simple, sera sans doute appréciée par les géomètres qui ont 



Tome I er de ce Journal, page 106 et page 173. 
Tome I er de ce Journal, page 411. 



[JMPA 1837:18] 
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traité des questions semblables et qui savent combien en général elles offrent de 
difficultés. Elle consiste à prouver que si l'on désigne par n un indice très grand, 
par u n la valeur absolue du n*™ 2 terme de la série (f) et par M un certain 



M 

2 ' 



nombre indépendant de n et facile à calculer, on a u n < — =■. Or, la série qui a 

n 
M 
pour terme général — est convergente; donc à fortiori la série (f) l'est aussi, 

ce qu'il fallait démontrer. On peut trouver en outre une limite supérieure de 
l'erreur commise lorsque l'on prend pour valeur de f(x) les n premiers termes 
de la série seulement. 

La convergence de la série 



h 



Ve- rt / gVf{x)dx 



\ 



\ 



gV 2 dx : 



où l'on suppose t > 0, et qui représente l'état variable des températures dans une 
barre hétérogène, résulte aussi de notre analyse ; cette dernière série est même 
plus facile à traiter que la série (1), et c'est par elle que nous commencerons. 

En terminant cette introduction, je dois dire qu'ayant communiqué mon 
travail à M. Sturm, il a trouvé presque sur-le-champ une seconde démonstration 
de la convergence de la série (1), aussi simple que la mienne, et fondée sur ses 
propres principes. 

II. 



[JMPA 1837:19] 



Cherchons d'abord à exprimer en série convergente la fonction V, qui satisfait 
à l'équation indéfinie (2) et aux conditions définies (3), (4). Pour cela désignons 
par k' ce que devient k lorsqu'on y pose x = x, et faisons 



»» = A ( 1 + "'.( t) 

rx dx 



Pi 



(l - gr)p Q dx, 



x dx 
~k 



{l - gr)p n dx, 



Quelque soit le paramètre r, on satisfait évidemment aux équations (2) et 
(3) en posant 

V = Po + Pi + ■ ■ ■ + Pn + ■ ■ ■ ; 

A désigne une constante dont la valeur est tout-à-fait arbitraire, et que l'on peut [JMPA 1837:20] 

prendre égale à l'unité, ou mieux encore égale à , pour avoir une expression 

1 + h 
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de V qui convienne même au cas où h = oo. En adoptant cette dernière valeur 
de A, on a, pour x = x, 

1 dV h 



1 + h dx 1 + h 

en général ces valeurs de V et sont différentes de zéro ; V se réduit à zéro 

dx 

lorsque h = oo, mais alors — — = 1 ; au contraire — — = 0, quand h = 0, mais 

dx dx 

alors on a V = 1. On voit par là que la fonction V ne devient identiquement 

nulle pour aucune valeur déterminée de r, tant que x reste indéterminée. 

La série po +Pi + etc. est convergente : prenons en effet les divers termes de 

cette série, abstraction faite de leurs signes, et désignons les par P , Pi, etc.; 

représentons par P et G les valeurs absolues les plus grandes des deux fonctions 

Po et l — gr pour des valeurs de x croissantes depuis x jusqu'à X ; représentons 

aussi par fco l a pl us petite valeur de fc. En remplaçant partout sous le signe J 

(dans les intégrales multiples Po, Pi, etc.) I — gr par G, Po par P, fc par fco, les 

valeurs de ces intégrales augmenteront évidemment. On aura donc 

GP (x-x) 2 
Pi < 



fc 1.2' 

/GJY (*-*) 4 

2 Vfc / '1.2.3.4' 



P»< 



/GP\" (x- 



V fco / 1 . 2 . 3 . . . 2n 



Or la série qui a pour terme général 

/GP\™ {x-x) 2n 
V~fco~J ■ 1 .2.3...2n' 

est convergente ; donc à fortiori les séries Po + Pi + etc. et p + p2 + etc. sont 

aussi convergentes, ce qu'il fallait démontrer. De plus l'erreur commise, lorsque [JMPA 1837:21] 

l'on prend pour V les n premiers termes seulement de la série, Po + Pi + etc., 

est plus petite que la quantité 

/GP\ (x-x) 2 ™ 

. — h etc. 

V fc ) 1 . 2 . 3 . . . 2n 

dont il est aisé de trouver une limite supérieure. 

On peut obtenir d'une autre manière une limite supérieure de la valeur ab- 
solue de l'erreur R n commise en prenant 

V = po +pi + ...+p„-i. 
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En effet, l'équation (2) et la condition (3) sont satisfaites en posant 

r x dx r x 

(8) V = p + J T J (l-gr)Vdx 

Si, dans le second membre de cette équation, on remplace V par sa valeur que 
fournit précisément ce même second membre, on trouve ensuite 

r x dx r r dx r 

V = Po + Pi+ y / (l- gr)dx j — j (l- gr)Vdx : 

remplaçant de nouveau, dans le second membre, V par sa valeur (8), et conti- 
nuant indéfiniment cette opération, conformément à la méthode connue des 
approximations successives, on a enfin 

V = Po + Pi + ■ ■ ■ + Pn-l + Rn, 

le reste R„ étant exprimé par l'intégrale multiple 

x dx C x C x dx r x 

— / (/ - gr)Vdx ... — (l- gr)Vdx, 

dans laquelle le signe J se trouve 2n fois. 

La fonction V ne devenant jamais infinie, il est clair qu'elle est susceptible 
d'un maximum absolu W : en remplaçant, dans l'intégrale multiple ci-dessus, 
V par W, l — gr par G, k par ko, on en augmentera donc la valeur numérique : 
d'après cela on a 

R „<„.(^).J|^, 

V k / 1 . 2 . 3 . . . 2n 
ce qu'il fallait trouver et ce qui démontre de nouveau la convergence de la série [JMPA 1837:22] 
Po +Pi +etc. 

Jusqu'ici nous avons laissé le paramètre r indéterminé. Mais si l'on veut 
satisfaire à la condition (4), il faudra prendre pour ce paramètre une quelconque 
des racines de l'équation 

dV 

h HV = pour x = X, 

dx 

laquelle, en mettant pour V sa valeur, devient 

dp d Pl 

— h -; h . . . + H(r>o + Pi + ...) = pour x = X : 

dx dx 

cette équation est celle que nous avons désignée par 

w{r) =0, 

dans notre premier mémoire. Les quantités po, p\, etc., et leurs dérivées étant 
essentiellement positives lorsqu'on prend r < 0, il en résulte que cette équation 
n'a pas de racines < 0. M. Sturm a prouvé et tout-à-l'heure nous prouverons 
aussi qu'elle a un nombre infini de racines positives n, T2 V . . qui sont de plus en 
plus grandes et croissent jusqu'à l'infini. Quant aux racines imaginaires, nous 
n'avons pas besoin de nous en occuper pour le moment. 
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III. 



On peut transformer l'équation (2) de plusieurs manières et arriver ainsi à 
d'autres développements de la fonction V. Pour le montrer, je fais par exemple 

dx, 

z désignant une nouvelle variable qui croît depuis jusqu'à un certain maximum 
Z = / a —dx, lorsque x croît depuis x jusqu'à X. Je prends cette variable z, 
au lieu de x, pour variable indépendante, et l'équation (2) devient 



d^A 



ou bien 



dz 



d A V d . yfgk dV 



dx 2 
Maintenant si l'on pose 



dz 



dz 
V = 0U 



(ry/gk- 



U 



V = 0. 



9 étant = — ==, le coefficient de — — sera égal à zéro dans l'équation transformée, 
y/gk dz 

laquelle, en faisant r = p 2 , et 



d^ 2 



d . \fgk dO 
dz 



dz 



gk 



gk 



sera de la forme 

(9) 



d 2 U 
dz 2 



+ p 2 \j = AU; 



quant aux équations (3) et (4), si on leur applique les mêmes transformations, 
elles prendront la forme 



(10) 
(H) 



dV 

dz 
dU 

dz 



h'UJ = pour z = 0, 
H'U = pour z = Z, 



h', H' désignant deux constantes différentes de h, H et qui ne sont pas assujetties 
comme ces dernières à la condition d'être positives. 

L'équation (9) étant de même forme que l'équation (2), on pourrait l'intégrer 
de la même manière : en désignant par A une constante arbitraire, et posant 
Po = A(l + h! z), puis en général 



Pn+l 



dz (A - p )p n dz, 

-'0 



[JMPA 1837:23] 
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on aurait en série convergente 

V = Po + Pi + 



Pr, 



Mais il est préférable de procéder de la manière suivante. 

En multipliant par sin pzdz les deux membres de l'équation (9) puis intégrant 
et observant que 



(' 



d 2 V 



rfU 



ou 2tt . \ , ,/. ou TT \ 

un pz ——r + p U sm pz\dz = d\ sm pz — pu cos pz I , 

AU sin pzdz. 



■ dV TT 

sm pz— pu cos pz 



dz 

En posant z = 0, on trouve la valeur de la constante arbitraire A = — pU : la 
valeur de U, pour z = 0, est tout-à-fait arbitraire à moins que l'on ait h! = oo, 
auquel cas elle est nécessairement nulle, en excluant d'abord ce cas particulier, 
nous la supposerons égale à l'unité, ce qui nous donnera A = — p ; en même 
temps, nous désignerons par A', U' ce que deviennent A, U lorsqu'on y change 
z en z' ; et nous aurons 



AU sin pzdz = 
L'équation précédente deviendra donc 

(12) 



sm pz — pU cos pz 

dz 



A'U'sinpz'^'. 



P+ A'U' sin pz'dz'. 



En multipliant l'équation (9) par cos pzdz, intégrant et observant que, pour 
z = 0, on a [d'après la condition (10)], 

rfU 
dz 
on obtiendra de même 



h'V = h', 



(13) 



cos pz— — h p\J sin pz = h' + I A'U' cos pz'dz' 
dz 



Des deux équations (12) et (13), on tire 

h' sin pz 1 



(14) 
et 

(15) 



U = cos pz - 



PJo 



A'U' sin p(z — z )dz , 



dV 

dz 



p sin pz + h' cos pz + / \'U' cos p(z — z')dz' . 



Si maintenant on change z en z', U se changera en U' : on pourra, dans le second 
membre de l'équation (14), mettre au lieu de U' sa valeur, et en continuant ainsi 
comme au n° II, on obtiendra la valeur de U exprimée par une série d'autant 
plus convergente que p sera plus grand. 



[JMPA 1837:24] 
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IV. 

Lorsque p n'est pas très grand, on trouve sans difficulté, par les méthodes 
de M. Sturm, les valeurs de z qui rendent V un maximum et les valeurs cor- 
respondantes de V. Il est donc facile de trouver alors la limite supérieure que 
nous avons désignée au n° II par la lettre W. Mais l'emploi des méthodes de 
M. Sturm étant trop pénible quand p est très grand, voici comment on peut y 
suppléer. 

Soit Q la plus grande valeur que U puisse prendre lorsque z varie de à Z, 
et L la plus grande valeur de A dans le même intervalle ; nous considérons les 
quantités Q et L, abstraction faite de leur signe. La valeur absolue de l'intégrale 

A'U'sinp(z — z )dz , 



o 



dans laquelle z est compris entre et Z, est donc toujours moindre que LQ / dz' 

9 
h sm oz 
et à fortiori moindre que LQZ. D'un autre côté le maximum de cos pz-\ 




/ //l'\ 2 

est il + ( — j : donc le second membre de l'équation (10) est constamment 
plus petit que 



ce qui exige que l'on ait 



pJ p 

Pour des valeurs de p plus grandes que LZ, il vient donc [JMPA 1837:26] 



Q<Wl"^ 2 ' LQZ 



LZ ' 

1 

P 

Lorsque l'on prend le paramètre p suffisamment grand et tel que l'on ait 

p > 2LZ, 
ce que nous admettrons désormais, il vient par conséquent 



<2Wl+(^) 2 . 

Mais on a V = 6XJ, et par suite V < 0Q, si désigne le maximum absolu de 9 : 
donc pour des valeurs de p suffisamment grandes, et en considérant seulement 
la valeur absolue de V, on a 
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V / gVf(x)dx < 4F . G . 6 2 . (X - x) . [l + (— ) ] , 

V / Vfi(x)dx < 4F i . G . 6 2 . (X - x) . \l 



v<2ey'i + (^) 2 : 

semblablement, si l'on désigne par F ou F]^ le maximum d'une fonction donnée 
de x, savoir, f(x) ou }\{x), on aura pour de très grandes valeurs de p, 

P 
'h'\ 2 

P' 
G représente ici, comme au n° II, le maximum de g. 

V. 

Occupons-nous maintenant de l'intégrale / gV 2 dx, qui entre en dénomin- [JMPA 1837:27] 

ateur dans le terme général de la série (1). En remplaçant la variable x par la 
variable z, on a 

ctx 
mais, d'après les valeurs de 9 et de — , savoir 

dz 

1 dx k 



\fgk : dz V g 



on a 



Il vient donc 



9 e^ 

dz 



Jwj._ / tt2. 



(16) / g z Vdx= / Wdz. 

Jx Jo 

Posons 



A'U' sin p(z - z')dz' = e, 

l'équation (14) prendra la forme 

/-,„x tt h's'mpz e 

(17) U = cospzH — + -; 

P P' 
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il est clair que pour des valeurs de p suffisamment grandes la fraction — devient 

P 
plus petite que tout nombre donné, et il est même aisé de se convaincre qu'elle 

possède alors une valeur numérique inférieure à 



Maintenant, en mettant an lieu de U sa valeur, l'équation (16) devient 
rS rL ■ h'smpz ex 2 



" 2 / / h sm pz ey 

g\ dx = ! az[ cos pz H 1 — 

■h v P P' 



comme on a d'ailleurs [JMPA 1837:28] 

cos z pzdz = h 



2 , Z sin 2pZ 
v^wS pzdz = — ~r , 

2 Z sin 2pZ 

sm p2;rfz= , 

o 2 4p 

r x 
il en résulte que l'intégrale / gV 2 dx a une valeur de la forme 

■J X 

" ,,9 Zr //i'\ 2 l r? 

^ <fa =2[ 1+ (7)] + ?' 

?7 

— représentant une quantité que l'on rendra aussi petite que l'on voudra et par 

P 

exemple plus petite que la moitié du premier terme 

Zr /h'\ 2 
2M7) 
en prenant p suffisamment grand : pour des valeurs de p très grandes, on a donc 

V*>?[ 1+ $-]. 

VI. 



Revenons maintenant aux formules (14) et (15), lesquelles peuvent s'écrire 



ainsi 



\J = cospz(l / A'U' sin pz' dz' ) 



P Ja 



(h 1 f x/t/ / A 

+ sin pz\ 1 — / AU cos pz dz . 

V o o n / ' 



dU 

d,2 



p^lp— / A'U' sva. pz' dz' ) 
+ cospzf/i'+ / A'U' cos pz'd/A : 
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nous en déduirons aisément la valeur de 



dV 

dz 



-H'U relative à z = Z, et en égalant [JMPA 1837:29] 



cette valeur à zéro (conformément à la condition (11)), nous aurons l'équation 
dont les valeurs de p dépendent. En posant 



P 

P' = 
cette équation sera 

d'où l'on tire 

(18) 



h' + n'+ I A'U'( cos pz' 
R'h' 



H'sinpz' 
P 



dz , 



P 



A'U' 



H' cos pz' 
P 



+ sinpz' )dz' , 



P cos pZ — (p — P') sin pL = 0, 



tang pL 



P 



P et P' sont deux fonctions de p, la première paire, la seconde impaire : les 
racines de l'équation (18) sont donc deux à deux égales et de signes contraires, 
ce qui doit être, puisque l'on a posé r = p 2 , d'où résulte p = i-^/r : il est 
aisé de voir en outre que l'équation (18) a une infinité de racines réelles : on 
s'en convaincra en regardant p comme une abscisse variable, et construisant les 

P 

deux courbes qui ont respectivement pour équations y = tangoZ, y = , 

p — P' 

courbes dont la seconde a pour asymptote l'axe des abscisses. 

Les grandes valeurs de p ou \fr s'obtiennent sans difficulté puisque l'équation 
(18) résolue donne 

P 

pZ = (n — l)n + arc tang — , 



n désignant un nombre entier quelconque que nous supposerons très grand. 
Cette expression générale de p fournit, à très peu près, 



V~r 



(n — l)ir 



ou plus exactement, 



(n — 1)tt 



Po 



(n — 1)tt ' 



P étant = h' + H' - 



Xdz. Je ne m'arrêterai pas à démontrer cette dernière [JMPA 1837:30] 



formule dont nous n'aurons jamais besoin. 

En général les grandes valeurs de yfr sont de la forme 

r (n — 1)tt 
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i n désignant une très petite quantité. Quand on donne à n une valeur déterminée 
très grande, la racine correspondante est précisément la n 1 ™ des racines n, 
r2,- ■ ■ rangées par ordre de grandeur. Pour constater ce fait, il suffit d'observer 



que lorsque p est très grand ( auquel cas on a à très peu près p - 
se réduit sensiblement à 



(n — 1)tt 



U 



U = cos pz = cos 



(n — l)irz 



par suite V devient 



V 



(n — l)wz 



</gk 



et s'évanouit précisément (n— f ) fois lorsque z croît de à Z, c'est-à-dire lorsque 
x croît de x à X. En vertu d'un théorème de M. Sturm, cette valeur de V„ est 
donc celle qui répond à la n"™ 2 racine r n . D'après cette démonstration qu'il 
serait aisé de rendre plus rigoureuse en tenant compte des quantités infiniment 
petites qui ont été négligées, on a pour un indice n très grand 



(n — l)ir 



+ i r 



3n 



(jt — 3)n 7T 



+ ir. 



et par suite 



puisque tt est > 3, et que 
résulte finalement 



ir n > 



3n 

z"' 



7T 

Z 



i n , n'a jamais une valeur considérable. De là 
9n 2 



> 



Z 2 ' 



VIL 

En combinant ensemble les deux inégalités 



V 



f 5 V/(:r)da;<4F.G.e 2 .(X-x)[l+ (— V 



gY'dx > - 1 1 



que nous avons obtenues l'une au n° IV, l'autre au n° V, il vient 

16 . F . G . 9 2 . (X - x) 



V gV(f(x)dx 



s 



< 



gV 2 dx 



[JMPA 1837:31] 



30 



le terme général de la série formant le second membre de l'équation 

Ve- rt I gV(f(x)dx\ 

(19) m = S 



\ / gV 2 dx J 

a donc une valeur absolue plus petite que 

16F.G.e 2 .(X-x)e" r * 



or, quand on suppose t > 0, la série qui a pour terme général cette dernière 
quantité est évidemment convergente : donc à fortiori la série (19) est aussi 
convergente. 

Lorsqu'on a t = 0, la série (19) se change dans la série (1), et il faut une 
autre démonstration. En multipliant par f(x) les deux membres de l'équation 
(2), on en déduit 

gVf{x)dx = -Wf(x)dx - - . d(k — ) : 
r r V dx / 

intégrant ensuite à partir de x = x jusqu'à x = X, il vient 



(20) 



gVf(x)dx=- f Nf(x)dx-- f f(x)d(k- ,. 
r .L r .L V dx ' 



dV\ 



Une double intégration par parties donne 

dV\ 



f(x)d(k-)=k(f { x) 



dV Y df(x) 



dx 



Vd k 



dx 
df(x 



dx 



Mais à la limite x de x on a 
dV 



dx 



hV = 0, 



df(x) 

dx 



hf(x) = 0, 



d'où résulte, en éliminant h, 



cette même quantité 



, (l )£-V*fï>-ft 

dx dx 



dx dx 



[JMPA 1837:32] 



est nulle aussi à l'autre limite X par une raison semblable. D'après cela, on 
obtient 



f(x)d(k 



dV\ 

■ — 
dx ) 



Vd k 



df(x) 

dx 
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moyennant quoi l'équation (20) se réduit à 

gVf(x)dx=- f Yfi(x)dx, 

fi(x)dx représentant la fonction 

lf(x)dx-d(k d ^). 
V dx / 

Le terme général de la série (1) peut donc être mis sous la forme 

V f Vfr(x)dx 



r i gV 2 dx 



en supposant que ce terme général soit le n*™ (n étant un indice très grand) 
et désignant par u n sa valeur absolue, il suffira maintenant de combiner les 
inégalités 

v r * 



f Yfi{x)dx <4F!.G.e 2 .(X-x)[l 



h'\ 2 



gV z dx > - 1 1 



h[_\ 2 



et de poser 



f 6F! . G . 9 2 . (X - x) 



9 



r n > 



M, 



9n 2 



M 



M 



pour en conclure u n < —=. Or la série qui a pour terme général — est conver- 

n À n 1 

gente : donc la série (1) l'est aussi, ce qu'il fallait prouver. De plus l'erreur 

commise en égalant f(x) à la somme des n premiers termes de cette série est 

moindre que 



MS 



(?)• 



quantité dont il est aisé de trouver une limite supérieure et dans laquelle fi prend 
successivement toutes les valeurs entières comprises entre net oo. 

La valeur de u fournie par la série placée au second membre de l'équation 
(19) représente au bout du temps t, dans une barre hétérogène, la température 

du 
du point dont l'abscisse est x 4 . La vitesse de refroidissement — est donc 

exprimée par la série 



dl 



Ve" 



gVf{x)dx 



gV 2 dx 



4 Tome I er de ce Journal, page 411. 
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Pour des valeurs positives de t, la convergence de cette série résulte évidemment [JMPA 1837:34] 
de l'analyse précédente. 

On démontrerait de la même manière la convergence des deux séries 



V cos(t\/r) / gVf(x)dx 



Vsin(Vf)/ gVf{x)dx 



gV 2 dx 



gV 2 dx 



qui servent à résoudre plusieurs problèmes de mécanique. 

Nous avons dans tout ce qui précède considéré les deux constantes h', H' 
comme ayant des valeurs finies. Quand une d'elles est infinie, on doit donc un 
peu modifier notre analyse ; mais les modifications qu'il faut y apporter sont 
tellement légères que je regarde comme entièrement inutile de les développer ici. 

VIII. 

Revenons maintenant à l'équation vj{r) = qui détermine le paramètre r, et 
prouvons que cette équation a toutes ses racines réelles. Pour cela rappelons un 
lemme que j'ai démontré dans mon premier mémoire 5 , et que l'on peut énoncer 
ainsi : soit V n une quelconque des fonctions Vi, V2, etc., qui se déduisent de V 
en y remplaçant r successivement par les racines réelles r\, r-i, etc., de l'équation 
w(r) = : si une fonction (f>(x) est telle qu'on ait 



(21) 



\ n 4>{x)dx = 0, 



l'indice n restant indéterminé, cette fonction <j>(x) sera égale à zéro pour toutes 
les valeurs de x comprises entre x et X. 

Ce lemme ne cesse pas d'être exact quand la fonction 4>(x) est imaginaire et 



de la forme f(x) 
deux suivantes 



-1 . F(x) ; car alors l'équation (21) se décompose dans les [JMPA 1837:35] 



V„f(x)dx = 0, 



V n F(x)dx = 0, 



qui donnent séparément f(x) = 0, F(x) = et par suite <j>(x) = 0. 

Maintenant soit, s'il est possible, r' une racine imaginaire de l'équation 
w{r) = et V' la valeur de V correspondante : aucune des différences r' — ri, 
r' — r 2 ,. . . ne sera nulle : par une formule connue on aura donc, quel que soit 

l'indice n, 



gV'V n dx = 0, 



d'où l'on conclura gV = 0, et par suite V' = 0, pour toutes les valeurs de 
x comprises entre x et X. Or cela est absurde : en effet on peut toujours se 



5 Tome I er de ce Journal, page 261. 
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donner arbitrairement et supposer, par exemple, égale à l'unité, pour x = x, 

dV' 

soit la valeur de V , soit celle de — - — , ces deux valeurs étant assujetties à la 

dx 

dV 
seule relation — — — hV = ; d'où il résulte que pour des valeurs de x très 

dx 
rapprochées de x et un peu plus grandes, la fonction V' est différente de zéro. 

Donc l'équation w(r) = n'a pas de racines imaginaires, C. Q. F. D. 
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Extrait d'une lettre de M. TERQUEM à M. LlOUVILLE. [jmpa 1837:36] 



«Il me semble que dans la discussion générale des courbes du second ordre, 
nos auteurs élémentaires négligent à tort un cas assez important : c'est celui où 
B 2 — 4AC devient ±00 : alors l'ellipse se réduit à une droite de grandeur finie ou 
à deux droites parallèles, et l'hyperbole à une droite illimitée ou à deux droites 
parallèles. On a égard à cette réduction dans la Mécanique Céleste (liv. II, 
p. 197, à la fin du n° 27). Elle se présente aussi dans la discussion de la surface 
qu'on obtient, lorsque dans l'équation générale en x, y, on considère les cinq 
coefficients comme des fonctions données d'une troisième variable. Quelles que 
soient ces fonctions, les sections parallèles au plan xy, sont des coniques dont la 
construction exige que l'on admette l'équation B 2 — 4AC = ±00. L'omission de 
cette équation entraîne d'autres imperfections : ainsi l'on dit que la parabole est 
la limite d'une ellipse variable qui a un sommet et un foyer voisin fixes, et dont 
le centre décrit une droite en s'éloignant du foyer fixe ; mais si le centre s'en 
approche, en prenant la direction opposée, on obtient successivement un cercle, 
une droite limitée, une hyperbole qui coupe la parabole limite, ensuite une droite 
tangente à cette parabole, et finalement une série d'hyperboles extérieures à la 
parabole et qui vont sans cesse en se rétrécissant et finissent par se confondre 
avec cette courbe, de sorte que la parabole doit être considérée comme ayant 
à l'infini deux centres, l'un dans son intérieur et l'autre à l'extérieur. Cette 
considération est souvent utile pour se rendre compte de diverses transitions de 
fonctions : on peut s'en servir aussi pour démontrer que des deux paramètres 
qui correspondent à un système de diamètres conjugués, l'un reste fini et l'autre 
devient infini lorsque l'ellipse ou l'hyperbole deviennent des paraboles ; on ne 
démontre ordinairement cette proposition que pour les axes principaux.» 

Paris, 4 octobre 1836. 
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NOTE 
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SUR LES ÉQUATIONS INDÉTERMINÉES DU SECOND DEGRÉ. 



Formules d'Euler pour la résolution de l'équation Cx 2 ± A = y 1 



Leur identité avec celles des algébristes indiens et arabes.- 
onstration géométrique de ces formules. 



-Dém- 



Par M. CHASLES. 



L'un des faits les plus étonnants que nous présente l'histoire des sciences, et 
l'un des plus importants, comme monument de l'ancienne civilisation de l'Orient, 
est sans contredit la résolution des équations indéterminées du deuxième degré, 
que contient le traité d'algèbre de Brahmegupta 1 . 

Diophante, dont les six livres de Questions arithmétiques qui nous sont par- 
venus, roulent sur l'analyse indéterminée, a résolu beaucoup d'équations du 
second degré, à deux ou plusieurs inconnues. Dans toutes, ce grand analyste de 
l'école d'Alexandrie a montré beaucoup d'adresse et de génie ; mais ses solutions 
sont diverses, appropriées à des questions particulières, et ne mettent pas sur 
la voie des méthodes générales dont cette partie de l'analyse était susceptible. 
Aussi a-t-il fallu en quelque sorte a créer de nouveau dans les temps modernes. 
Fermât en est regardé comme le premier inventeur ; et les questions qu'il a pro- 
posées ou résolues, mais dont malheureusement les solutions ne nous sont pas 
parvenues, ont depuis occupé les plus célèbres géomètres. 

La question qui paraît être plus particulièrement l'origine de la théorie des 
équations indéterminées du second degré, est celle de trouver les valeurs de x, 
rationnelles, en nombres entiers, qui rendent le binôme Cx 2 + 1 un carré, ou en 



-1 = y , en valeurs rationnelles 



d'autres termes, c'est de résoudre l'équation Cx 2 - 
et entières de x et de y. 

Cette question avait été proposée, en quelque sorte comme défi, aux géo- 
mètres anglais. Lord Brouncker et Wallis la résolurent, en donnant à a; et à y 

2tti 
des expressions générales de la forme — s , et 



m 2 + c 



Frénicle trouva aussi 



m* — c m" — c 
cette solution. Et Ozanam, ainsi que Prestet, la donnèrent comme ayant été 

celle de Fermât. 

Mais ces géomètres n'aperçurent pas toute l'importance de l'équation Cx 2 + 
1 = y 2 , qui était indispensable pour la résolution en nombres entiers, de l'équa- 
tion plus générale Cx 2 ± A = y 2 , à laquelle se ramène la résolution de toutes les 
autres équations indéterminées du second degré. C'est à Euler qu'est due cette 
double remarque, qui a été l'origine des progrès de l'analyse indéterminée. Ce- 
pendant «il est naturel de croire que Fermât, qui s'était principalement occupé 
de la théorie des nombres entiers, sur lesquels il nous a d'ailleurs laissé de très 
beaux théorèmes, avait été conduit au problème dont il s'agit (la résolution de 



1 Algebra, with arithmetic and mensuration, frora the sanscrit, of Brahmegupta and Bhas- 
cara, translated by Colebrooke, in-4°, 1817. 
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l'équation Cx 2 + 1 = y 2 ) par les recherches qu'il avait faites sur la résolution 
générale des équations de la forme Cx 2 + A = y 2 , auxquelles se réduisent toutes 
les équations du second degré à deux inconnues 2 .» Mais la perte des manuscrits 
de Fermât a retardé de près d'un siècle la résolution des équations indéterminées 
du second degré, qui est duc à Eulcr, et que Lagrange a complétée aussitôt, en 
ce qui regarde la condition de nombres entiers. 
La solution d'Euler pour l'équation 



Cx 2 



y 



suppose, d'une part, que l'on connaisse un premier système de racines x' , y' , de 
cette équation, et ensuite qu'on sache résoudre l'équation 



[JMPA 1837:39] 



Cx 2 



i = y 2 



Soient a et b les racines de cette équation : les expressions des racines de la 
proposée seront 

x = ay' + bx', 
y = Cax + by . 

Telle est la solution qu'Euler a obtenue par des considérations analytiques. 

Eh bien ! cette solution, dont aucune trace ne s'est trouvée dans Diophante, 
qui a échappé aux recherches d'habiles géomètres modernes pendant près d'un 
siècle, et qui enfin a fait honneur au grand Euler, cette solution, dis-je, se trouve 
dans les ouvrages indiens, depuis plus de douze siècles, et a probablement une 
origine encore plus reculée. On conçoit d'après cela, qu'un célèbre analyste ait 
pu dire dernièrement, que si les ouvrages mathématiques hindous que de savants 
orientalistes de l'Angleterre nous ont fait connaître depuis une vingtaine d'an- 
nées, eussent été apportés en Occident 60 ou 80 ans plus tôt, «leur apparition, 
même après la mort de Newton et du vivant d'Euler, aurait pu hâter parmi nous 
les progrès de l'analyse algébrique 3 .» 

Bien que la solution des géomètres indiens soit la même que celle d'Euler, on 
verra peut-être avec intérêt sous quelle forme ils la présentent. Elle fait l'objet, 
dans l'ouvrage de Brahmegupta, de deux règles seulement, qui y sont énoncées 
de la manière la plus concise et la plus générale. En voici le sens, exprimé en 
langage algébrique : 

Première règle. Pour la résolution de l'équation 

Cx 2 + l = y 2 . 
On prend un système de racines de l'équation 

Cx 2 ±A = y 2 , 



2 Nous citons ici textuellement les paroles de Lagrange (parag. VIII, des Additions aux 
Eléments d'Algèbre d'Euler). 

^Histoire des Sciences mathématiques en Italie, t. I er p. 133. 
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où A est indéterminé ; soient l et g ces racines, de sorte que l'on ait Cl 2 ztA = g 2 , 
les racines de la proposée seront 

Cl 2 + g 2 . 2lg 

*=—£—, et x=—. 

Remplaçant A par g 2 — Cl 2 , et faisant l = 1, on aura précisément les expressions 
trouvées par Fermât, Brouncker, etc. 

Seconde règle. Pour la résolution de l'équation 

Cx 2 ±A = y 2 , 

quand on connaît un premier système de racines L, G de cette équation : 
On prend un système de racines de l'équation 

Ca; 2 + 1= 2 / 2 ; 

soient l et g ces racines ; 

Les expressions générales des racines de la proposée seront 

x = Lg + IG, 
y = CLl + Gg 4 



4 Pour donner un exemple du style et de la forme des ouvrages mathématiques des Indiens, 
qui sont encore peu connus, nous rapportons ici le texte même de Brahmcgupta, suivant la 
traduction de M. Colebrooke. On y verra combien il serait difficile de les comprendre, si des 
applications numériques ne venaient au secours du lecteur. 

La résolution des équations indéterminées du second degré, est l'objet des sections VI et 
VII de l'algèbre de Brahrnegupta, appelée Cuttaca. 

Dans la section VI, intitulée : Equation involving a factura, on résout l'équation Ax + By + 
C = Bxy. 

La règle est ainsi énoncée, dès le début et sans aucune explication préliminaire : 

«61. Rule : The (product of) multiplication of the factum and absolute number, added to 
the product of the (coefficients of the) unknown, is divided by an arbitrarily assumed quantity. 
Of the arbitrary divisor and the quotient, whichever is greatest is to be added to the least 
(coefficient), and the least to the greatest. The two (sums) divided by the (coefficient of the) 
factum are reversed.» 

Ce qui signifie que les racines de l'équation proposée sont de la forme 



B+ C - D + A - B 

x= ^ . 

D 

La section VII, où l'on résout l'équation Cx 2 ± A = y 2 , est intitulée : Square affected by 
coefficient, et commence ainsi : 

«65-66. Rule : A root (is set down) two-fold, and (another, deduced) from the assumed 
square multiplied by the multiplier, and increased or dirninished by a quantity assumed. The 
product of the first (pair), taken into the multiplier, with the product of the last (pair) added, 
is a "last" root. The sum of the products of oblique multiplication is a "first" root. The additive 
is the product of the like additive or subtractive quantifies. The roots (so found), divided by 
the (original) additive or subtractive quantity, are (roots answering) for additive unity.» 
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Après ces deux règles, qui sont identiques à la solution d'Euler, Brahmegupta 
donne plusieurs règles particulières pour les cas où A et C sont des carrés, ou 
bien sont le produit de carres par d'autres nombres. Et il résout ensuite plusieurs 
équations doubles. 

En parlant des géomètres qui, après Diophante, et depuis Fermât jusqu'à 
Lagrange, ont concouru au perfectionnement de l'analyse indéterminée, nous 
nous sommes renfermé dans les citations historiques que l'on a coutume de faire 
au sujet de cette partie de l'algèbre. Mais il paraît qu'on a toujours commis sur 
ce point une omission, qu'il est d'autant plus à propos de réparer ici, en parlant 
de l'analyse indienne, que cette omission porte précisément sur une solution 
qui nous paraît dériver des ouvrages hindous ; solution qui aurait suppléé ces 
ouvrages, et aurait mis aussitôt sur la voie des découvertes réservées à Euler 
les géomètres qui en auraient eu connaissance. Nous voulons parler de quelques 
questions d'analyse indéterminée, résolues par Fibonacci (appelé communément 
Léonard de Pise) dans son traité d'algèbre, ouvrage original, resté manuscrit au 
grand regret des géomètres. Ces questions ont été reproduites par Lucas de 
Burgo, dans sa Summa de Arithmetica, Geometria, etc., et par Cardan dans 
son traité d'Arithmétique 5 . 

Celle qui se rapporte à l'équation Cx 2 ± A = y 2 , et qui en contient virtuel- 
lement la solution donnée par Euler, est celle-ci : étant donnés deux nombres 
carrés, diviser leur somme en deux autres nombres carrés, ou en d'autres termes 

Résoudre en nombres rationnels, l'équation 
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X + y = A, 

quand on connaît un premier système de racines, x' , y' de cette équation. 

On prendra deux nombres quelconques a, b, dont la somme des carrés, soit 

un carré c 2 ; ce qui peut se faire d'une infinité de manières. [Le premier nombre 

1 (a 2 

a étant pris arbitrairement, le second sera de la forme -( 

2\n 



[JMPA 1837:43] 



Puis vient un exemple numérique, et ensuite la seconde règle, que voici : 

«68. Rule : Putting severally the roots for additive unity under roots for the given additive 
or subtractive, "last" and "first" roots (thence deduced by composition) serve for the given 
additive or subtractive.» 

Nous avons donné ci dessus le sens de ces deux règles, dont la première s'applique à l'équation 
Cx 2 + 1 = y 2 , et la seconde à l'équation Cx 2 ± A = y 2 . 

Les mots entre parenthèses, dans le texte anglais, ont été ajoutés par M. Colebrooke. On 
voit quelle difficulté présentait, par sa concision extrême, le texte original. 

Bhascara est moins concis que Brahmegupta, il dit en plusieurs paragraphes ce que celui-ci 
avait exprimé en un seul ; mais il n'est guère plus intelligible. Nous parlerons dans un autre 
écrit des différences notables, sous le rapport scientifique, que nous avons remarquées dans la 
partie géométrique des deux ouvrages, et qui nous portent à regarder Brahmegupta comme 
ayant été supérieur à Bhascara, qui n'est, par rapport à lui, qu'un scoliaste qui ne l'a pas 
toujours compris. 

5 Viète est le premier qui ait démontré les formules de Fibonacci, pour l'équation x 2 + y 2 = 
A, au commencement du livre IV, de ses Zététiques. Peu de temps après, Alexandre Anderson 
s'est occupé de la même question ; mais seulement pour donner une démonstration géométrique 
des formules de Diophante. 
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On a donc 

x' 2 + y' 2 = A, 
et 

2 , j,2 2 

D'après cela, les expressions générales des racines de l'équation proposée 
seront 

ay' + bx' 

x= , 

c 

ax' — by' 

y= • 

c 

Telle est la solution rapportée sans démonstration et appliquée à plusieurs 
exemples numériques par Lucas de Burgo et Cardan 6 . 

Ces formules auraient dû attirer l'attention des analystes, ne fût-ce que par [JMPA 1837:44] 
la différence qu'elles présentent avec la solution de Diophante. Celle-ci en effet, 
exposée algébriquement et sous la forme la plus générale, conduit aux formules 
suivantes 

(n 2 - l)x' + 2ny' 
X= ^TI ' 

2nx' - (n 2 - IV 
n z + 1 

qui ne contiennent qu'une indéterminée n, et qui, ne faisant point usage de 
l'équation auxiliaire a 2 + b 2 = c 2 , ne sont pas propres à la solution de la question 
en nombres entiers. On voit donc quel avantage présentaient les formules des 
géomètres italiens. 

On reconnaît, à la première vue de ces formules, toute leur analogie avec 
celles d'Euler et de Brahmegupta, dont elles ne sont qu'un cas particulier. Mais 
ce qu'il y a de remarquable c'est que, de ce cas particulier, on peut s'élever 
naturellement et sans aucune difficulté au cas général, ainsi que nous le verrons, 
de sorte que cette équation, si elle avait fixé les regards des géomètres, les au- 
rait conduits depuis long-temps à la solution générale, propre à la condition de 



Lucas de Burgo et Cardan annoncent que cette solution est de Léonard de Pise ; et le 
premier ajoute qu'elle se trouve dans sou Traité des nombres carrés, et qu'elle y est démon- 
trée par la considération des figures géométriques. Ce traité, malheureusement, n'existe plus 
(Montucla, Histoire des Mathématiques, t. II, Additions, p. 715). M. Cossali l'a rétabli avec 
succès, d'après les fragments qui s'en trouvent dans Lucas de Burgo (Colebrooke, Brahme- 
gupta and Bhascara, Algebra, Dissertation; p. LVII). Mais il n'a pas rétabli la démonstration 
géométrique. (Voir Origine, trasporto in Italia, primi progressi in essa delV Algebra, t. I er , 
ch. V, p. 96). 

M. Colebrooke, en parlant des questions d'analyse indéterminée, traitées par Lucas de 
Burgo, cite un passage de la Summa de Arithmetica, où il est question de Fibonacci ; mais ce 
n'est pas celui où est résolue l'équation x 2 + y 2 = A, et où il est dit que Fibonacci employait 
des considérations de géométrie. M. Colebrooke paraît n'avoir pas remarqué ce passage, ni, 
surtout, l'analogie que présentent les formules de Fibonacci avec celles de Brahmegupta. 
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nombres entiers, telle que nous la trouvons chez les Indiens, et telle que Euler 
l'a découverte dans le siècle dernier. 

Nous avons dit que cette solution de Lucas de Burgo et de Cardan, nous 
paraissait dériver de celle des Indiens. En effet, Fibonacci, qui l'a fait connaître 
en Europe, avait rapporté ses connaissances mathématiques de chez les Arabes ; 
c'est donc à eux que paraît due cette solution ; or, les Arabes, placés entre 
l'Inde et l'Egypte, avaient emprunté leur science des Grecs dAlexandrie et des 
Hindous. Les Grecs, comme nous le voyons par les solutions de Diophante, n'ont 
point connu celle dont il est question. Elle est donc venue des Hindous 7 , qui la 
possédaient depuis plusieurs siècles. Les ouvrages des Arabes, qui nous sont [JMPA 1837:45] 
connus en trop petit nombre, et auxquels on a fait peu d'attention, parce qu'on 
a cru n'y trouver qu'un faible écho de l'École grecque, doivent inspirer plus 
d'intérêt, aujourd'hui que l'on y reconnaît des traces prononcées d'un autre 
foyer de lumières. 

Les ouvrages indiens ne contiennent aucune démonstration. A la faveur de 
cette circonstance, quelques écrivains, encore tout pleins de l'étonnement que 
leur avait causé la vue des théories savantes et des questions difficiles qu'ils 
renferment, et peut-être un peu préoccupés de l'intérêt des Grecs qui n'avaient 
point eu de rivaux jusqu'ici, ont cru pouvoir attribuer les découvertes analytiques 
des Hindous à quelques rencontres dues au hasard, et provoquées seulement par 
des essais isolés et faits sans méthode ni intelligence. Mais une telle opinion 
ne pouvait se soutenir, et nous devons reconnaître dans les ouvrages indiens les 
vestiges d'une science depuis long-temps cultivée, et parvenue, dans de certaines 
limites, à une grande perfection. 

Nous n'avions nullement l'intention de chercher à rétablir quelques démons- 
trations qui pourraient répondre aux théories algébriques des Hindous, quand 
une remarque à laquelle nous a conduit l'examen de la partie géométrique que 
contiennent leurs ouvrages, nous a mis sur la voie d'une solution géométrique 
des équations indéterminées du second degré, qui donne précisément les for- 
mules de Brahmegupta. Cela nous a fait supposer que c'était aussi par des 
considérations géométriques que cet auteur était parvenu à cette solution ; et en [JMPA 1837:46] 
effet, on sait que les Indiens, et à leur imitation les Arabes, employaient toujours 
concurremment la géométrie et l'analyse 8 , celle-ci pour résoudre leurs questions 



7 La manière dont Lucas de Burgo et Cardan disposent sur le papier, les quantités connues, 
pour effectuer le calcul des racines cherchées, a la plus grande ressemblance avec la manière 
des Indiens, et dénote l'origine de leur méthode. 

Les Indiens placent les deux racines données x' , y', l'une à côté de l'autre sur une ligne 
horizontale ; et au-dessous d'elles sur une seconde ligne horizontale, ils placent les deux racines 
a, b, de l'équation auxiliaire, de sorte que x' et a sont sur une ligne verticale, et y' et b sur une 
seconde ligne verticale. Puis ils multiplient l'une par l'autre, les deux x' et a qui sont sur la 
première ligne verticale, et ensuite les deux autres. Ils font la différence des deux produits, et 
la divisent par c ; c'est l'une des racines. Pour former l'autre, ils multiplient les quatre nombres 
en croix, et font la somme des deux produits, qui, divisée par c, donne la seconde racine. 

Les géomètres italiens opèrent de même, si ce n'est qu'ils placent l'une à côté de l'autre, les 
deux racines x' et a, et au-dessous d'elles les deux y' et b. Ils emploient, comme les Indiens, 
l'expression de multiplication en croix. 

8 Colebrooke, Algebra of Brahmegupta and Bhascara ; Introduction historique, p. 15, Libri, 
Histoire des Sciences mathématiques en Italie, t. I er , p. 136 
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géométriques ; et la première pour démontrer leurs règles d'analyse, et interpré- 
ter et peindre aux yeux les résultats de l'algèbre. Cela nous expliquerait aussi 
la présence, dans les ouvrages de Brahmegupta, de cette partie géométrique, à 
laquelle on a fait peu d'attention, et sur laquelle, généralement on s'est mépris, 
je crois, en la regardant comme formant les éléments de géométrie des Hindous 
ou du moins le résultat des connaissances géométriques dont ils se servaient. 
Dans un autre écrit, j'entrerai dans quelques développements à ce sujet, en don- 
nant l'interprétation des propositions de géométrie de Brahmegupta dont on n'a 
point encore parlé, et qui avaient besoin d'être devinées. Si je ne me trompe, 
elles roulent presque toutes sur une seule théorie géométrique, qui est celle du 
quadrilatère inscrit au cercle, et résolvent la question de construire un quadri- 
latère inscriptible, dont l'aire, les diagonales et plusieurs autres lignes, ainsi que 
le diamètre du cercle, soient exprimés en nombres rationnels. 

C'est dans cette question même que nous avons trouvé une méthode géomé- 
trique pour la résolution des équations indéterminées du second degré, méthode 
que nous supposons avoir pu être celle de Brahmegupta. Nous l'exposerons dans 
l'écrit dont nous venons de parler ; mais ces considérations nous ont conduit à 
une méthode plus directe et plus élémentaire. C'est celle que nous allons pré- 
senter. 

Question. Connaissant un premier système de racines x' , y' , de l'équation 
x 2 + y 2 = A, on demande de trouver d'autres racines rationnelles de cette équa- 
tion. 

Solution géométrique. Que l'on forme un triangle rectangle COD, qui ait 
pour côtés de l'angle droit OC = x' , OD = y' , la question sera de construire sur 
l'hypoténuse CD un autre triangle CFD, dont les côtés CF, FD soient rationnels. 



[JMPA 1837:47] 




Prolongeons les côtés CO, DF, jusqu'à leur rencontre en A ; on a le triangle 
CAD, dans lequel les perpendiculaires DO, CF, sont en raison inverse des côtés 
CA, DA. Si donc ces côtés sont rationnels, la perpendiculaire CF, qui est l'une 
des racines de l'équation proposée, le sera aussi ; le segment DF, qui est l'autre 
racine, sera aussi rationnel, suivant son expression connue en fonction de trois 

2 2 2 

AD + CD - AC 

côtés (FD = ; ). Or on a CA = AO + CO ; CO est rationnel, 

v 2AD ' 

par hypothèse; donc il faut que AO soit rationnel. Donc la question se réduit 

à construire sur le côté DO un triangle rectangle AOD, dont les côtés soient 
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rationnels. On sait former un tel triangle d'une infinité de manières, par la 
formule suivante, très connue et fort usitée en analyse et en géométrie 



OD 



1 /OD 



(^— )-i(^-*) 



.9 



c'est-à-dire qu'on prendra le côté OA égal à 1 1 n) , et l'hypoténuse AD [JMPA 1837:48] 

égale à J ( n) ; n étant un nombre arbitraire. 

Ayant construit ce triangle AOD, on abaissera du point C la perpendiculaire 
CF sur son hypoténuse, cette perpendiculaire CF, et le segment DF qu'elle 
détermine, seront les deux racines cherchées. 

Ainsi la question est résolue par une construction géométrique. 




Pour passer de cette solution géométrique aux formules de l'analyse, il suffit 
de chercher les expressions de CF et DF, en fonction des lignes qui servent à 
construire ces racines. 

La comparaison des triangles semblables ACF, ADO, donne 



Or 



on conclut de là 



CF = 
DF = AD 

CF = 

DF = 



•§• AF = 


AO 


AC 
AD' 


AF, et AC = 


AO + OC 


DO . AO + DO . 


OC 




AD 


3 




OD 2 - OA . OC 







AD 



9 Cette formule est d'un grand usage dans les ouvrages de Brahmcgupta et de Bhascara. 
Elle est une généralisation des deux règles imaginées par Pythagore et Platon, pour construire 
sur un côté donné un triangle rectangle en nombres rationnels et entiers. 

Si le côté donné est un nombre impair, il faut supposer n = 1, et l'on a la règle de Pythagore ; 
si le côté est pair, on suppose n = 2, et l'on a la règle de Platon. 

C'est d'après Proclus (In primum Euclidis elementorum librum commentariorum Libri 
IV, proposition 47), que l'on attribue ces deux règles à Pythagore et à Platon; mais Boece, 
antérieur de près d'un siècle à Proclus, donne la seconde dans le second livre de sa Géométrie, 
comme étant d'Archytas, célèbre pythagoricien, dont Platon avait suivi les leçons en Italie. 
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Telles sont les expressions des racines de l'équation proposée : elles sont ration- 
nelles, puisque CO et DO le sont par hypothèse, et OD, DA par construction. 

Pour donner à ces formules la forme de celles de Léonard de Pise, faisons [JMPA 1837:49] 

CO = x', OD = y', CF = x, DF = y, 
OA = a, AD = c; 

il viendra 

ay' + y'x' 



x 



c 
n 



ax — y 

y= 



On a entre a, c et y' la relation 



2 2/2 

c - a =y ; 



a 2 , y' 2 



Représentons — par —, — par — ; les trois indéterminées a, (3, 7, seront liées 
c 7 c 7 



par l'équation 

et les formules deviendront 



2 1 oi 2 

a. + (3 = 7 ; 

ay' + f3x' 
x= , 

7 

ax 1 — Py' 

y= • 

7 

Elles sont les mêmes que celles d'Euler, pour le cas particulier x 2 + y 2 = A. 
Il est facile de passer de là à la résolution de l'équation Cx 2 + y 2 = A. 
En effet, dans l'équation x 2 + y 2 = A, et dans les deux équations de condition 

x' 2 + y' 2 = A, 

a 2 + /3 2 = 7 2 , 

remplaçons x par ivC, x' par x'\/C, a par avC; elles deviendront [JMPA 1837:50] 

Cx 2 +y 2 = A, 
Cx' 2 + y' 2 = A, 

a 2 + (3 2 = 7 2 . 
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Et les expressions des racines x et y, trouvées ci-dessus, deviendront 

[-_ ay'VC + px'VC 

7 
Cax' - @y' 

y= , 



ay' + /3x' 

7 
Cax' - f3y' 



y 



7 
Ce sont les racines qui répondent à l'équation 

Cx 2 + y 2 = A. 

Maintenant, ces racines rendant identique cette équation, quelles que soient 
les valeurs des deux nombres C et A, on peut les supposer négatives ; de sorte 
que l'équation peut prendre la forme 



et ses racines deviennent 



Cx 2 ±A = y 2 , 

ay' + /3x' 

7 
Cax' + /V 

7 



y 



Nous donnons le signe + à la valeur de y, parce que cette variable n'entrant 
qu'au carré dans l'équation, son signe est indifférent. 

Les équations de condition pour x' , y', et pour a, (3, 7, sont 

Cx' 2 ±A = y'\ 

et [JMPA 1837:51] 

Ca 2 + l = p 2 . 



C'est-à-dire que x' et y' sont un système de racines de l'équation proposée, et 

" R -,,,-99 

sont un système de racines de l'équation Cx + 1 = y . 



7 7 

Nous avons donc obtenu précisément la solution de Brahmegupta et d'Eulcr, 

et nous l'avons déduite, ainsi que nous l'avions annoncé, de pures considérations 
de géométrie, qui n'ont demandé aucune connaissance de l'algèbre. 

Mais nous devons observer que l'introduction du coefficient C, et le change- 
ment de son signe, dans l'équation de condition primitive a 2 + 1 = 7 2 , dont 
nous savions construire géométriquement les racines rationnelles, exige que nous 
sachions résoudre l'équation Ca: 2 + f = y 2 , qui remplace cette équation primitive. 
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Pour résoudre cette équation, il se présente deux procédés. D'abord nous 
pouvons nous servir de la même formule 



A 2 1,1 2 2\2 I 2 , 2\2 

4m n + (m — n ) = (m + n ) , 

qui nous a déjà servi pour former les racines de l'équation a 2 
A cet effet, nous l'écrirons sous la forme 



4 m n 



2^2 



(m 2 — n 2 )" 1 



1 



(m 2 



-,2\2 



(m 2 — n 2 ) 2 



faisons 



C, il vient 



(m 2 -C) 2 
comparant cette identité à l'équation 



(m 2 + C) 2 , 
(m 2 -C) 2 ' 



Cx 2 + l = y 2 , 
on voit que les racines de celle-ci sont de la forme 

2m m 2 + C 



m* 



C 



ni- 



c 
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Conséquemment, les valeurs de — et —, dans l'équation de condition Ca 2 +/3 2 

7 7 
7 2 , seront 



a 

7 



2 m 



ni- 



C 



Ê 

1 



m 



C 



iii- 



C 



a fi 
La seconde manière d'obtenir ces valeurs de — et —, résulte des formules 

7 7 

mêmes que nous avons trouvées pour les racines de l'équation Cx 2 ± A — 



En effet ces formules, si l'on y regarde 



a fi 

7' 7 



y 



comme les inconnues, donneront 



des valeurs rationnelles de ces quantités, qui seront des racines de l'équation 
Cx +1 = y 2 , en fonction de deux systèmes de racines de l'équation Ca; 2 ±A = y 2 . 
Voici quelles sont ces valeurs 

xy' — yx' 



a 

7 



y 



fi _ yy' + Cxx' 

Cx' 2 ' 7 ~ y' 2 - Cx' 2 ' 



x, y et x', y' , sont deux systèmes quelconques de racines de l'équation Cx 2 ±A = 

a fi 
y. Alors les valeurs de — et — deviennent 

7 7 



y 2 . On peut supposer x' 



a 

7 



-x, et y' 
2xy 



y 



fi 

Cx 2 ' 7 



Cx 2 ' 
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Ce sont les racines de l'équation Cx 2 + 1 = y 2 , en fonction d'un système de 
racines de l'équation Cx 2 ± A = y 2 . 

Dans celle-ci A est arbitraire ; on pourra donc prendre pour x et y deux 
nombres quelconques, et alors A se trouvera déterminé. 

Cela nous donne lieu aux deux observations suivantes : 

D'abord x et y pouvant être quelconques, faisant x = 1, et remplaçant y par 

i a P 
m, on a précisément les expressions de —, — que nous avions trouvées ci-dessus. 

7 7 

En second lieu, si l'on considère x et y comme racines de l'équation C:r 2 ±A = 

y 2 , et qu'on remplace y 2 — Cx 2 par A, les expressions de — et — deviennent 
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a 


2xy 


Ê = 


y 2 + Cx 2 


7 


" ±A' 


7 


±A 



Ces expressions répondent parfaitement à la première des deux règles qui 
comprennent, dans Brahmegupta, la résolution des équations indéterminées du 
second degré. 

On pourrait donc supposer, jusqu'à un certain point, que ce sont des consi- 
dérations géométriques, analogues à celles que nous avons employées, qui ont 
conduit le géomètre indien à la solution de ce problème d'analyse ; ajoutons, 
pour justifier une telle supposition, que c'est dans la partie géométrique même 
de l'ouvrage de Brahmegupta, que nous avons puisé l'idée de recourir à la géo- 
métrie, pour résoudre les questions précédentes ; ce que nous exposerons dans 
un autre écrit. 

Nous avons appliqué d'abord la solution géométrique à l'équation particu- 



lière x 2 



y 



A, pour montrer comment on pouvait s'élever naturellement, et 



sans calcul, de ce cas particulier au cas général, et pour prouver qu'ainsi que 
nous l'avions avancé, la solution de Lucas de Burgo et de Cardan comprenait 
virtuellement les formules d'Euler. Mais la solution géométrique peut s'appliquer 
directement à l'équation Cx 2 + y 2 = A. 

Pour cela, x' et y' étant les deux racines données, on construira le triangle 
rectangle COD, en prenant CO = x'y/C, et DO = y' ; de manière qu'on aura 

cô 2 + Od 2 = a. 

Soit un second triangle rectangle CFD, on aura 

CF 2 + DF 2 = DC 2 = A. 
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Donc, si l'on prend 



CF 
x = —= et y = DF, 

Vc 



Cx 2 + y 2 = A; 

de sorte que x et y seront deux racines cherchées, pourvu toutefois que x soit 
rationnelle, ce qui exige que CF soit de la forme avC. 
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Or on a dans le triangle CAD 



CF 
DÔ 



CA 



donc CF aura la forme ovC, si CA est égal à nvC, et DA un nombre. 
Or _ 

CA = CO + OA = x'Vc + OA. 

Il faut donc que OA soit de la forme «VC : c'est-à-dire qu'il faut construire 
sur le côté DO un triangle rectangle dont le second côté OA soit avO, et dont 
l'hypoténuse soit rationnelle. Ce qu'on fait par la formule 

A 2 2,/ 2 2\2 / 2 , 2\2 

4m n + (m — n ) = (m + n ) , 



où l'on fait 



4m 2 n 2 . OD 
(m 2 — n 2 ) 2 

C, ce qui donne 

4Cm 2 . OD 2 
(m 2 -C) 2 4 



OD 



(m 2 



(m 2 — n 2 ) 2 



OD 



2 (m 2 + C) 2 



(m 2 -C) 2 



OD 2 , 



OD 2 . 



Ainsi l'on prendra 
OA 



2m. OD 

m 2 — C 



C, et DA 



C 



m^ 



C 



.OD. 



De sorte que OA et DA, ont les valeurs voulues. 

D'après cela, CF aura une expression de la forme NV C, et DF sera rationnel, 
parce que son expression connue dans la géométrie élémentaire, ne contient que 
les carrés des deux côtés CD, CA. 

CF 
Ainsi —;= et CD seront rationnelles, or ce sont les racines de l'équation 



Cx 2 



y 



: A : cette équation est donc résolue géométriquement. 



Cherchant les expressions des lignes CF et DF, comme nous l'avons déjà fait, 
on obtiendra les formules d'Euler. 

Remarquons que cette solution consiste uniquement à construire le triangle 
AOD, dont le côté OA soit de la forme avC, et dont l'hypoténuse DA soit 
rationnelle, égale à (3. Cela répond en analyse, à résoudre l'équation 
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ou 



Ga 2 + OD 


= /3 2 


Ca 2 

=2+ 1 = 

OD 


a 2 

OD 2 


Cx 2 + 1 = 


-y 2 - 
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Les considérations géométriques montrent donc bien comment cette équation 
auxiliaire s'introduit dans la question, et y joue le rôle important que Brahme- 
gupta et Euler lui ont reconnu. 
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MÉMOIRE 

Sur la classification des transcendantes et sur l'impossibilité d'expri- 
mer les racines de certaines équations en fonction finie explicite 
des coefficients; 

Par J. LIOUVILLE. 

(Lu à l'Académie des Sciences de Paris, le 8 juin 1835.) 
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INTRODUCTION. 

Les six opérations fondamentales de l'arithmétique, savoir, l'addition, la 
soustraction, la multiplication, la division, l'élévation aux puissances entières 
et positives, l'extraction des racines, lorsqu'on les applique à de simples lettres, 
représentant des nombres tout-à-fait indéterminés, donnent naissance aux fonc- 
tions algébriques les plus élémentaires ; mais elles sont loin de comprendre toutes 
les quantités renfermées sous cette dernière dénomination. En effet le mot fonc- 
tion algébrique, dans le sens que les géomètres lut attribuent aujourd'hui, s'ap- 
plique à toute quantité déterminée par une équation d'un degré quelconque, dont 
les coefficients sont rationnels par rapport à la variable indépendante. L'équa- 
tion à laquelle satisfait une fonction de cette espèce prend à son tour le nom 
d'équation algébrique. Or on sait que les équations algébriques se partagent en 
deux grandes classes. Quelques-unes, telles que les équations des quatre premiers 
degrés, sont résolubles par radicaux, ou, autrement dit, la fonction dont elles 
déterminent la valeur, peut être écrite en employant un nombre limité de fois 
les signes +, —, etc., adoptés par les géomètres comme indiquant les six opéra- 
tions arithmétiques dont j'ai parlé plus haut. Mais dès qu'on s'élève à l'équation 
complète du cinquième degré, et à fortiori aux équations complètes de degré 
supérieur, il arrive que leur résolution générale est impossible à moins qu'on ne 
veuille recourir aux séries et aux intégrales définies ; d'où il faut conclure que 
les fonctions algébriques sont de deux sortes, les unes exprimables et les autres 
non exprimables par des combinaisons de radicaux. Le problème si fameux de 
la résolution des équations algébriques consiste à distinguer ces deux genres de 
fonctions dans chaque cas particulier : on est loin de l'avoir résolu, et ce n'est 
même que par des démonstrations très délicates et très compliquées, que l'on est 
parvenu à établir l'impossibilité des racines de l'équation du cinquième degré en 
quantités purement radicales. 

Si nous considérons actuellement, outre les fonctions algébriques, les expo- 
nentielles et les logarithmes, ce qui comprend, comme cas particuliers, d'une 
part les arcs de cercle et leurs sinus, d'autre part les puissances à base variable, 
dont l'exposant est irrationnel, imaginaire ou variable, en combinant à notre 
gré les signes relatifs à ces opérations algébriques ou transcendantes, nous ob- 
tiendrons toutes les fonctions finies explicites, fonctions dont le caractère propre 
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consiste d'après cela, en ce qu'on peut en écrire la valeur à l'aide d'un nombre 
limité d'opérations algébriques, exponentielles et logarithmiques. 

Une fonction finie implicite, sera au contraire une fonction déterminée par 
une ou plusieurs équations finies, non résolubles explicitement. 

Mais ici l'on voit naître une question semblable à celle qui s'est présentée 
tout-à-Pheure, quand nous parlions des fonctions algébriques. En effet, on a cru 
d'abord que toutes les équations algébriques se résoudraient à l'aide de radicaux ; 
et, d'après cette idée, on a cherché long-temps à en obtenir les racines sous la 
forme indiquée. Les efforts réitérés des plus grands géomètres n'ayant conduit 
à aucun résultat général, on a été porté ensuite à soupçonner que le problème 
proposé était impossible, au moins pour l'équation complète du cinquième degré 
et des degrés supérieurs, et on est parvenu à établir en toute rigueur cette 
impossibilité : semblablement, quand il s'agit d'équations transcendantes, il est 
naturel de chercher d'abord à les résoudre, en exprimant les inconnues par des 
fonctions finies explicites des coefficients, et comme on ne peut pas y réussir dans [JMPA 1837:58] 
la plupart des cas, il faut en second lieu prouver que les valeurs des inconnues 
ne sont pas exprimables par cette sorte de fonctions. Dèslors on aura épuisé 
complètement la question dans le sens où elle était proposée ; car tout ce que 
peut faire une méthode, c'est de conduire à la solution, quand cette solution est 
possible, ou d'en prouver sans équivoque l'impossibilité. 

Dans le mémoire que j'ai l'honneur de soumettre au jugement de l'Académie, 
je suis bien loin d'avoir envisagé la chose sous un point de vue aussi étendu. Je 
me suis contenté de traiter certaines équations particulières, et par un procédé 
direct et uniforme, qu'il serait facile de présenter d'une manière abstraite et 
générale, je suis parvenu soit à les résoudre, soit à démontrer l'impossibilité de 
leurs racines en fonction finie explicite des coefficients. 

J'ai considéré, par exemple, l'équation qu'on obtient en égalant le logarithme 
de l'inconnue au produit de cette inconnue par un paramètre indéterminé : la ra- 
cine de l'équation ainsi formée n'est point exprimable explicitement sous forme 
finie, en fonction de ce paramètre indéterminé : on ne peut l'obtenir qu'en série 
ou en intégrale définie. La môme chose arrive dans la plupart des cas, et spécia- 
lement pour l'équation de laquelle dépend en Astronomie le problème de Kepler 
ou le calcul de l'anomalie excentrique en fonction de l'anomalie moyenne : l'ano- 
malie excentrique n'est donc point exprimable par une fonction finie explicite 
de l'anomalie moyenne. Cela s'accorde avec le théorème énoncé par Lambert 
dans les Mémoires de Berlin (année 1767) ; mais il était plus facile d'énoncer ce 
théorème que de le démontrer. 

Dans certains exemples choisis, que je traite en détail, l'équation transcen- 
dante proposée est résoluble, et ma méthode en fait trouver la racine. Le principe 
de cette méthode paraît avoir la généralité désirable : toutefois pour qu'on pût 
donner une théorie complète de la résolution des équations transcendantes en 
quantités finies explicites, il faudrait que l'on eût étudie avec plus de soin qu'on 
ne l'a fait jusqu'ici, la théorie des équations différentielles ordinaires. Il faudrait 
surtout, qu'étant donnée une équation différentielle d'un ordre quelconque, on 
pût décider par une règle certaine, si elle a ou n'a pas une intégrale algébrique, et [JMPA 1837:59] 
quelle est la valeur exacte de cette intégrale, lorsqu'on en a démontré l'existence. 
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L'analyse établit un rapport singulier entre la détermination, sous forme 
finie explicite, des racines des équations transcendantes, et la détermination, 
sous cette même forme, des intégrales indéfinies des fonctions d'une seule va- 
riable. Non-seulement, comme je viens de l'expliquer, la difficulté principale de la 
théorie consiste dans l'un et l'autre cas à déterminer les solutions algébriques de 
certaines équations différentielles ; mais l'analogie entre ces deux classes de ques- 
tions se soutient, pour ainsi dire, jusque dans les derniers détails, tellement que 
la méthode dont je me sers dans cet écrit peut être regardée comme une simple 
extension ou mieux comme une application nouvelle de la méthode dont j'ai 
fait usage dans le vingt-troisième cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique, 
pour découvrir la forme dont l'intégrale d'une fonction algébrique donnée est 
susceptible, lorsqu'on peut en obtenir la valeur en quantités finies explicites. 

Dans le Journal de l'Ecole Polytechnique, comme dans le présent mémoire, 
et dans plusieurs autres relatifs, soit à l'intégration d'une classe de fonctions 
transcendantes, soit à l'impossibilité des fonctions elliptiques sous forme finie, 
soit à l'intégration, sous forme finie, des équations différentielles linéaires, on fait 
un continuel usage de la classification des transcendantes, dont je crois avoir le 
premier montré l'utilité. D'après cette classification, une fonction transcendante 
de première espèce, est celle où les signes relatifs aux opérations transcendantes, 
portent sur de simples fonctions algébriques, tandis que dans une transcendante 
de n Kme espèce les signes dont il s'agit peuvent porter sur toutes les quanti- 
tés d'espèce inférieure. Cette classification paraît d'abord bien peu de chose, et 
néanmoins je ne vois pas qu'il soit possible de s'en passer dans les recherches 
relatives à l'intégration des formules différentielles et à la résolution des équa- 
tions sous forme finie explicite. En rédigeant donc ce nouvel écrit, j'ai dû profiter 
de l'occasion pour exposer dans le plus grand détail les principes sur lesquels 
cette classification est fondée, car jusqu'ici je m'étais pour ainsi dire contenté 
de l'indiquer, vu qu'il n'était pas nécessaire de l'approfondir davantage dans les [JMPA 1837:60] 
questions dont je m'occupais alors. 

Voici l'énoncé succinct des problèmes qu'il a fallu résoudre pour éclaircir 
entièrement les idées à ce sujet. 

D'abord je passe en revue les diverses fonctions simples dont la combinaison 
dans un ordre quelconque produit toutes les quantités finies explicites. Ces fonc- 
tions simples sont de trois sortes, algébriques, logarithmiques, exponentielles : le 
logarithme d'une variable x, savoir logir, et l'exponentielle la plus simple e x ne 
peuvent en aucune manière s'écrire en indiquant sur la variable x un nombre li- 
mité d'opérations algébriques. Ce théorème était connu depuis long-temps ; mais 
on avait coutume de le démontrer en s'appuyant sur la nature du développement 
des fonctions algébriques en série. Après l'avoir établi d'une manière entièrement 
rigoureuse, je passe à des propositions plus générales : je fais voir, par exemple, 
que la fonction log x ne peut être écrite, sous forme finie explicite, par aucune 
combinaison quelle qu'elle soit des signes exponentiels et des signes algébriques, 
et de même la fonction e x n'est équivalente à aucune fonction purement algé- 
brique et logarithmique. Il résulte de là que les fonctions exponentielles et les 
fonctions logarithmiques sont essentiellement différentes entre elles, en sorte que 
les signes dont nous faisons usage dans notre classification des transcendantes 
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sont réellement réduits au moindre nombre possible. 

Nous avons dit tout-à-l'heure qu'une fonction transcendante de seconde es- 
pèce était celle où les signes exponentiels et logarithmiques se trouvaient appli- 
qués sur des transcendantes de première espèce ; mais comme, dans certains cas, 
cette complication de la fonction n'est qu'apparente, puisque le logarithme d'une 
exponentielle qui semble, par exemple, appartenir, d'après cette définition, à la 
seconde espèce, n'est en réalité qu'une simple fonction algébrique, il est visible 
qu'avant de classer la fonction dont on s'occupe, il faut d'abord en supposer 
l'expression simplifiée autant que possible. Aussi dans an des paragraphes de 
notre mémoire, traitons-nous cette question : Etant donnée une fonction finie 
explicite de x, comment pourra-t- on reconnaître d'une manière certaine, à quelle 
espèce cette fonction appartient ? 

La méthode dont nous proposons de faire usage pour résoudre le problème 
dont on vient d'écrire l'énoncé nous prouve en outre qu'il existe (quelque grand 
que soit le nombre n) des transcendantes de n* 6 " 16 espèce, irréductibles à une 
espèce inférieure; en effet, si l'on considère les quantités successives loglogx, 
logloglogx, etc., on les trouve de seconde, de troisième espèce, etc., sans que 
jamais elles puissent s'abaisser. 

L'existence des fonctions finies, véritablement implicites, se prouve d'une 
manière semblable, en faisant voir que certaines équations finies ne se résolvent 
pas explicitement, et c'est ainsi que je me trouve ramené au problème de la 
résolution des équations dont j'ai parlé plus haut. 

Enfin, je m'occupe des fonctions diverses que l'on rencontre dans les élé- 
ments : toutes ces fonctions peuvent être écrites sous forme finie explicite : par 
conséquent ma classification leur est immédiatement applicable. J'ai surtout 
étudié avec soin la quantité formée en élevant une base variable à une puissance 
irrationnelle, et j'ai fait voir que cette quantité doit être rangée parmi les trans- 
cendantes de seconde espèce, tandis qu'elle se réduirait à une simple expression 
algébrique, si l'exposant était rationnel. 

Les propositions contenues dans mon Mémoire ont beaucoup d'analogie avec 
celles dont on s'occupe dans la théorie des nombres ; mais tandis que, dans 
cette dernière théorie, on considère spécialement les valeurs numériques des 
fonctions, nous nous attachons au contraire à leur forme analytique par rapport 
à certaines variables x, y, etc., sans faire en général aucune attention à la nature 
des coefficients constants que ces fonctions renferment. La considération des 
valeurs successives que nos fonctions peuvent prendre, lorsqu'on fait croître x, 
y, etc., d'une manière continue, nous est d'une grande utilité dans nos calculs et 
multiplie beaucoup les moyens de transformation. Néanmoins les géomètres, qui 
voudront se livrer à des recherches semblables aux nôtres, verront que la matière 
est encore très délicate, et qu'il faut partout un soin extrême pour donner aux 
raisonnements cette rigueur absolue, indispensable dans un pareil sujet. 
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Des fonctions algébriques, logarithmiques et exponentielles. 
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1. Dans les recherches de calcul intégral, lorsqu'il s'agit d'obtenir des solu- 
tions exprimées sous forme finie, on a souvent besoin de la classification des 
transcendantes, dont j'ai d'abord montré l'usage au paragraphe I er de mon Mé- 
moire sur les fonctions elliptiques 1 . Aujourd'hui je me propose de considérer 
cette classification en elle-même, indépendamment des applications dont elle est 
susceptible. Je serai ainsi conduit à traiter plusieurs questions incidentes qui 
se présentent naturellement et dont il était bon de donner une solution exacte. 
L'analyse employée dans mon travail est très simple et surtout très uniforme. Je 
me suis attaché à donner aux raisonnements cette rigueur absolue sans laquelle 
les théorèmes du genre de ceux que je démontre ici deviennent insignifiants ; et 
peut-être sous ce rapport, ai-je droit d'espérer un moment d'attention de la part 
des géomètres. 

Avant d'entrer en matière, je poserai quelques définitions assez généralement 
connues, mais qu'il sera utile de rappeler pour bannir toute équivoque. 

Un polynôme A + Ba; + Cx 2 + . . . + Ha; M , dans lequel fj, désigne un nombre 
entier positif, et où les coefficients A, B, C,. . .H, sont des quantités constantes, 
est ce qu'on nomme une fonction entière de x du degré jjl. 

On sait qu'un pareil polynôme peut toujours se décomposer en facteurs 
simples, sous la forme 

H(a; - a) m {x - b) n . . . {x - c) p , 

m, n,. . .p, désignant des nombres entiers positifs, et a, b,. . .c, les racines inégales 
de l'équation 

A + Bx + Cx 2 + ... + Rx>* = 0. 

Une fonction est rationnelle, quand on l'obtient en divisant l'un par l'autre deux [JMPA 1837:63] 
polynômes entiers U, V. 

Toute fonction rationnelle — ou X pourra donc se mettre sous la forme 

X = M(x - a) a {x - bf ... {x - c) 7 , 

M désignant une constante ; a, /?,. . .7, des nombres entiers positifs ou négatifs, 
et a, b,. . .c, les racines inégales des équations U = 0, V = 0. 

Si, dans un même calcul, on doit employer à la fois deux fonctions rationnelles 

U W 

X = — , Y = —, on nommera a, b,. . .c, les diverses racines inégales des quatre 

équations U = 0, V = 0, W = 0, T = 0, et l'on écrira 

X = M (a; - a) a {x -bf ...{x- c) 7 , 
Y = N(x - a) a \x - bf ...{x- c) 7 ', 

M et N étant des constantes. Mais alors a, j3,. . .7, a! ' , /?',. . .7', seront regardés 
comme représentant des nombres entiers positifs, négatifs ou nuls : on aura par 
exemple a = 0, si le facteur x — a ne doit se trouver ni au numérateur, ni au 
dénominateur de X. 



1 Journal de l'Ecole Polytechnique, Cahier XXIII, page 42. 
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Je nomme fonction algébrique de x toute fonction u qui peut être regardée 
comme la racine d'une équation de la forme 



Pu" + Qi 



Ru + S = 0, 



n étant un nombre entier positif, et les lettres P, Q,. . .R, S, représentant des 
fonctions entières de x. Il importe peu que l'équation soit ou non résoluble par 
radicaux. Si donc on dénote par w{x) la racine de cette équation, la quantité 
u = w(x) représentera une fonction algébrique quelconque, et au moyen de 
ce signe w{x) toutes les fonctions algébriques pourront être regardées comme 
explicites. 

Ces définitions s'étendent d'elles-mêmes aux fonctions de plusieurs variables. 
En les rapprochant des théories exposées dans les livres élémentaires, on voit 
que l'on doit regarder comme algébriques toutes les fonctions où la variable 
x est engagée avec des constantes seulement par addition, soustraction, multi- 
plication, division, élévation aux puissances entières et positives, extraction de 
racines, c'est-à-dire toutes les fonctions que l'on écrit sous forme finie, à l'aide 
des simples signes des six opérations fondamentales que je viens d'indiquer ; 
mais la réciproque n'est pas vraie, par la raison qu'en se bornant à ces mêmes 
signes, les racines de la plupart des équations de la forme 



P/ + Qî 



Ru + S = 0, 



seraient impossibles en quantités finies : en effet, si les équations des quatre 
premiers degrés sont résolubles par radicaux, l'équation générale du cinquième 
degré, n'est pas résoluble de cette manière. 

De là deux classes de fonctions algébriques, les unes exprimables, et les autres 
non exprimables par des radicaux ; mais, dans les recherches de calcul intégral, 
ces deux classes de fonctions jouissent à peu près des mêmes propriétés, et il y 
a rarement de l'avantage à les distinguer dans le discours, et à les représenter 
par des notations différentes. 

2. Non-seulement les fonctions algébriques se partagent en deux grandes 
classes ; mais chacune de ces classes peut encore se subdiviser en espèces dis- 
tinctes. En considérant les fonctions exprimables par radicaux, j'ai proposé 2 de 
les nommer irrationnelles de première espèce lorsque les radicaux dont elles se 
composent portent sur des fonctions rationnelles, irrationnelles de seconde es- 
pèce quand ces mêmes radicaux portent sur des quantités rationnelles ou sur des 
irrationnelles de première espèce, et ainsi de suite. Par exemple, les trois fonc- 
tions irrationnelles que voici y/x, x+ yl + yfx, y x + \Jl + ^/x, appartiennent 
respectivement à la première, à la seconde et à la troisième espèce. Il est aisé 
de comprendre que la forme la plus générale d'une irrationnelle de première 
espèce se compose d'une partie rationnelle et d'un nombre quelconque de radi- 
caux ajoutés entre eux et portant sur diverses quantités rationnelles : si donc 
Pi désigne une fonction quelconque irrationnelle de première espèce, la valeur 



[JMPA 1837:64] 



[JMPA 1837:65] 



2 Journal de l'Ecole Polytechnique, XXII e cahier, page 128. 
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de Pi sera de la forme 

P 1= P+ ^/Q+VÎÏ+...+ yS, 

P, Q, R,. . .S désignant des expressions rationnelles. Et l'on peut déterminer 
scmblablcment la forme la plus générale de chaque espèce d'irrationnelles. Mais 
cette distinction des fonctions algébriques en classes et en espèces que j'ai cru 
devoir indiquer en deux mots comme étant quelquefois utile, n'est point indis- 
pensable pour notre théorie. Ce qu'il est essentiel de ne pas oublier, c'est que le 
mot fonction algébrique s 'applique à toutes les fonctions u déterminées par une 
équation de la forme 

Pu™ + Qu™" 1 + . . . + Ru + S = 0, 

P, Q,. . .R, S désignant des polynômes entiers en x. Dire qu'une fonction algé- 
brique u est donnée c'est dire que l'on possède l'équation à coefficients entiers qui 
la détermine ou du moins une expression irrationnelle qui permette de remonter 
à cette équation par la méthode développée dans les traités d'Algèbre. 
3. On dit que l'équation algébrique 

Pm" + Qu™" 1 + . . . + Ru + S = 

est irréductible lorsque nulle de ses racines ne peut satisfaire à une équation 
moins élevée dont les coefficients soient également des fonctions entières. La 
condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation soit irréductible, c'est 
que son premier membre ne se décompose pas en facteurs rationnels par rapport 
à a; et m. 
Posons 

Pu" + Qu™" 1 + . . . + Ru + S = U 

et soient U\, U2, U3,. . .u n les racines de l'équation U = : ces racines jouiront 
des propriétés fondamentales suivantes. 

On ne pourra avoir ni ui = 0, ni u\ = u 2 ; car si deux racines de l'équation 
étaient égales entre elles, son premier membre se décomposerait en deux facteurs 
rationnels par la méthode connue ; et il en serait de même si l'une des racines [JMPA 1837:66] 
était nulle, puisque cette dernière circonstance exige qu'on ait S = 0, ce qui rend 
le polynôme Pu™ + etc. divisible par u. 

Si l'une des racines, savoir u\, satisfait à une seconde équation algébrique 
V = 0, irréductible ou non, de même forme que la proposée, toutes les autres 
racines «2, U3,. . .u n satisferont aussi à cette seconde équation. En effet, pour 
que les deux équations U = 0, V = aient une racine commune, il faut que les 
deux polynômes U, V possèdent un commun diviseur. Or si ce commun diviseur 
n'était pas égal à U, à un coefficient près indépendant de l'inconnue u la fonction 
u se décomposerait en deux facteurs rationnels, ce qui est absurde. Donc V est 
divisible par U, ou du moins peut se mettre sous la forme 

UW 
K ' 

56 



K dépendant de x seule, tandis que W est une fonction entière de x et u ou de x 
seule : par conséquent les valeurs u = u\, u = U2, U = U3,. . .u = u n qui donnent 
U = donnent aussi V = 0. Toutes ces propriétés des équations irréductibles 
subsisteront évidemment si u devient une fonction de plusieurs variables x, y, 
z, etc., pourvu que les coefficients P, Q,. . .R, S ne cessent pas d'être exprimes 
par des fonctions entières de ces variables indépendantes. 

4. Après les fonctions algébriques viennent les fonctions logarithmiques dont 
la plus simple log x est ce qu'on nomme le logarithme népérien de x. La pro- 
priété principale de la fonction log x, pour les recherches de calcul intégral, est 

dx 
renfermée dans l'équation dlogx = — , d'où l'on déduit, abstraction faite de 

x 
f dx 
la constante arbitraire, log a; = / — . On pourrait même partir, de cette der- 

J x 
nière égalité comme d'une définition et dire qu'on nomme log x la fonction de 

dx 

x qu'on obtient en intégrant — et assujétissant l'intégrale à s'évanouir pour 

x 

f x dx n 
x = 1, de telle sorte qu'on a, dans la notation de Fouricr, log a; = / — . Quant 

h x 
aux logarithmes dont la base n'est pas le nombre e = 2,718, . . ., ils se déduisent 

des logarithmes népériens en multipliant ceux-ci par un nombre constant conve- [JMPA 1837:67] 

nable. Ils ne forment donc point une classe nouvelle de fonctions par rapport à 

la variable x. 

En désignant par X, Y deux polynômes entiers premiers entre eux et de la 

forme 

a+bx + cx 2 + ... + hx m , 

le quotient — représentera une fonction algébrique rationnelle quelconque de x. 
Cela posé, je dis qu'on ne peut pas avoir 

logx= — . 

En effet, si l'on différentie cette équation, puis qu'on chasse le dénominateur Y 2 

on obtient 

Y 2 

— = YX' - XY', 

x 

X', Y' représentant les dérivées — , conformément à la notation de Lagrange 

dx dx 
dont nous ferons un continuel usage. Il résulte de là que Y doit être divisible 

par x un certain nombre n de fois et que par conséquent X ne doit pas l'être, 

puisque X et Y sont premiers entre eux. Faisons donc Y = Zx n , Z étant un 

nouveau polynôme non divisible par x : nous en conclurons 

Y' = nZx"- 1 + Z'x n . 

Je substitue cette valeur et celle de Y dans l'équation précédente qui devient : 

Z 2 x 2«-i = zx , x n _ nZXx"- 1 - XZV\ 

57 



et qu'on peut ensuite écrire ainsi 

nXZ = x(ZX' - XZ') - Z 2 x n , 

forme sous laquelle l'absurdité de cette équation devient manifeste, car le second 
membre est divisible par x et le premier ne l'est pas, puisque les facteurs qui le 
composent sont tous les deux non divisibles par x. 

/dx 
— ou logx n'est point 
x 

exprimable algébriquement en x, de telle sorte qu'il n'existe aucune fonction 
algébrique de la lettre x qui soit équivalente à loga;. En effet, s'il existe une telle 

f dx 
fonction, désignons-la par y : nous aurons / — = y, et y devra satisfaire à une 

J x 
certaine équation algébrique 

(i) f(x,y) = 

f{x,y) désignant une quantité de la forme 

?y n + Qy^ 1 + . . . + Ry + S 

dans laquelle les coefficients P, Q,. . .R, S dépendent de x seule et représentent 
des polynômes entiers. Il est permis de supposer l'équation (1) irréductible : en 
effet, si y pouvait satisfaire à une autre équation semblable et de degré < n, 
c'est celle-là que nous devrions employer au lieu de l'équation (1). 

•r, . , /" dx 

Puisqu on a / — = y, on a aussi 



[JMPA 1837:i 



dx 
x 



dy. 



En différentiant l'équation (1) et remplaçant — — par — , 

dx x 

(2) xf' x (x, y ) + f'(x,y) = 



il vient 



dx 
Pour que l'équation — = y soit exacte, il faut et il suffit que les équations 

x 
(1) et (2) aient lieu en même temps quel que soit x. Mais l'équation (1) étant 

irréductible, on sait que si l'une de ses racines satisfait à l'équation (2) les autres 

y satisferont aussi. Désignant donc par y\, y^,. . .y n les n racines de l'équation 

f(x,y) = résolue par rapport à y, nous voyons que si la différentielle de l'une 

dx 
de ces racines est égale à — , les différentielles de toutes les autres seront de 



même égales à 
aura à la fois 



dx 



Il résulte de là que si la quantité 



dx 



est algébrique, on [JMPA 1837:69] 



dx 
x 



dyi, 



dx 
x 



dy2 



dx 

x 



dy n 
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d'où l'on tire 

fidx 

= dyi + dy 2 + . . . + dy n ; 

x 

et par conséquent, abstraction faite de la constante arbitraire, il viendra 
dx î/i + ?/2 + • • • + Vn Q 



/ 



nP' 



[dx 
c'est-à-dire que / — sera une fonction rationnelle de x, ce dont j'ai déjà prouvé 

J x 
l'impossibilité. 

La quantité log x n'est donc point une fonction algébrique de x ; et il en est de 
même de la quantité log F (a;), quelle que soit la fonction algébrique F(x). En effet 
si l'on avait logF(x) = f(x), /(x) étant une autre fonction algébrique, en posant 
F(x) = z, ce qui donne pour x une valeur algébrique en z telle que x = zu(z), on 
en déduirait log z = f[w(z)], c'est-à-dire log z = une fonction algébrique de z, 
ce qui est absurde. 

5. La fonction inverse de log a; donne l'exponentielle e x , dont la définition 
par conséquent est comprise dans l'égalité log(e x ) = x. Il est aisé de démontrer 
que e x n'est point exprimable algébriquement en x, car si l'on avait e x = F(x), 
F(x) désignant une fonction algébrique, on en conclurait logF(x) = x, équation 
impossible d'après ce qu'on a démontré à la fin du numéro précédent. En général 
si p et q désignent deux fonctions algébriques, on n'aura jamais e p = q ; car il 
en résulterait log g = p, ce qui est inadmissible. 

Soient maintenant P, Q, R,. . .T, des fonctions algébriques de la variable 
indépendante x qui ne soient pas identiquement nulles et p, q, r,... d'autres 
fonctions de x algébriques aussi et telles que nulle des quantités p, q, r,...p — q, 
p — r, q — r,. . . ne se réduise à une simple constante; je dis qu'on prouvera 
l'impossibilité de toutes les équations suivantes 

Pe p = T, 
VeP + Qe« = T, 
Pe p + Qe q + Re r = T, etc., 

quel que soit le nombre des termes placés dans leur premier membre. [JMPA 1837:70] 

D'abord l'équation Pe p = T est impossible, puisqu'elle conduit au résultat 

T 
absurde log — = p. 

Supposons en second lieu qu'on ait 

Pe p + Qe« = T, 
sans que les quantités P, Q, T, soient nulles. En différentiant, il vient 



V dx dx J V dx dx J 



dT 
dx ' dx I V "* dx ' dx ) dx 



.1!) 



Entre cette équation et la précédente, j'élimine e p : je trouve ainsi 



*k<£+£)-«('; 



,dp + dP\ 
' dx ' dx J "* V dx dx ) 



dT /dp dP\ 
dx \ dx dx / ' 

résultat impossible puisqu'il rentre dans la forme Pe p = T, examinée ci-dessus. 
Toutefois ce raisonnement se trouverait en défaut, si l'on avait à la fois 



dx 


/ dp dP \ 

V dx dx J 


' dx 


dx J \dx dx J 


dx 


/ dp dP \ 

V dx dx J 




dP dT 



et 



0. 



Mais si l'on avait 



on tirerait aisément de là 



puis, en intégrant et désignant par C une constante arbitraire, on en conclurait 

Pe p = CT, 
ce qui est absurde. De même, si l'on avait [JMPA 1837:71] 

V dx dx 1 V dx dx / 

on en déduirait 

p - q _ CQ 

" P ' 

ce qui est absurde aussi, puisque p et q sont deux fonctions algébriques de x 

dont la différence ne se réduit pas à une simple constante. Donc, quoi qu'on 

fasse, on est conduit à une absurdité, dès que l'on part de l'équation 

Pe p + Qe q = T : 

donc une telle équation ne peut pas exister. Et, d'une manière semblable, on 
prouvera l'impossibilité de l'équation 

Pe p + Qe q + Re r + etc. = T, 

quel que soit le nombre des quantités p, q, r, etc. Le théorème démontré au 
numéro II de mon mémoire sur l'intégration d'une classe de fonctions trans- 
cendantes 3 est compris comme cas particulier dans le théorème que je viens 
d'établir. 



3 Journal de M. Crelle, tome XIII, p. 93. 
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Division des fonctions transcendantes en espèces. 



6. Leibnitz et les Bernouilli, qui paraissent avoir donné les premiers au mot 
fonction l'acception étendue que nous lui attribuons aujourd'hui, ont distingué 
les fonctions algébriques et les fonctions transcendantes. 

Le nombre de ces dernières est infini ; mais dans les éléments on se contente 
de considérer les exponentielles et les logarithmes, que l'on doit regarder comme 
renfermant d'une part les puissances à exposant irrationnel, imaginaire ou va- 
riable, et d'autre part toutes les fonctions circulaires, tant directes qu'inverses, 
ainsi qu'on peut aisément s'en convaincre. 

Les caractéristiques particulières aux quantités algébriques, logarithmiques 
et exponentielles, sont les trois suivantes w(x), e x , log a;. Au moyen de ce signe 
m(x), toutes les fonctions algébriques sont explicites : il n'en est pas de même 
des fonctions logarithmiques ou exponentielles. 

L'emploi des signes w(x), e x , log ai donne naissance aux fonctions finies qui 
peuvent, suivant les cas, être explicites ou implicites. 

Une fonction finie de x est explicite, lorsqu'on peut en écrire l'expression en 
indiquant explicitement sur la variable x un nombre limité d'opérations algé- 
briques, exponentielles et logarithmiques. La valeur d'une telle fonction dépend 
donc uniquement des signes w(x), e x , loga;. 

Une fonction finie est implicite, lorsqu'elle dépend d'équations finies, non 
résolubles explicitement. Par exemple, la racine y de l'équation log y = xy est 
une fonction finie implicite de x. 

Quand on emploie le mot fonction finie, sans y ajouter d'épithète, c'est en 
général d'une fonction finie explicite que l'on entend parler. 

7. Les fonctions finies explicites peuvent être classées en espèces par une 
méthode semblable à celle dont j'ai fait usage au n° 2, pour distinguer les divers 
ordres d'irrationnalité des quantités algébriques exprimables par radicaux. 

En effet, une fonction finie est algébrique ou transcendante. 

Elle est transcendante de première espèce, quand les signes relatifs aux opé- 
rations transcendantes, dont elle dépend, portent sur de simples fonctions algé- 
briques ; par exemple la quantité 



[JMPA 1837:72] 



ylog 



1 + log X 



est une fonction transcendante de première espèce. D'après cette définition, on 
conçoit que toute fonction finie de x, appartenant à la première espèce, ne pourra 
être qu'une fonction algébrique de x, d'un certain nombre de logarithmes, de 
la forme logu, et d'un certain nombre d'exponentielles de la forme e u , u étant 
algébrique. 

Une fonction finie transcendante est de deuxième espèce, quand les signes 
relatifs aux opérations transcendantes ne portent pas seulement sur des fonctions 
algébriques, mais encore sur des fonctions transcendantes de première espèce, 
comme dans cet exemple log(l + log a;). 



[JMPA 1837:73] 
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Une fonction finie est transcendante de troisième espèce, quand les signes re- 
latifs aux opérations transcendantes portent sur des fonctions de seconde espèce, 
et ainsi de suite. 

Je nomme transcendantes monômes les transcendantes formées d'un seul 
terme, comme e u , logw, quelle que soit d'ailleurs la fonction u. Par conséquent 
e x , log(l + e x + \ogx) sont des transcendantes monômes; ces quantités e", logu 
peuvent d'ailleurs appartenir à une espèce ou à une autre, suivant la nature de 
u. Elles sont en général de n !em£ espèce, lorsque la fonction u est de (n — l)"™ 3 
espèce. En supposant que u désigne une fonction quelconque de (n — l) !eme 
espèce, je dirai aussi parfois que e u est une exponentielle, et logu un logarithme 
de n œme espèce. 

D'après cela, e x est une exponentielle de première espèce, et log(l + e x + 
logcc) est un logarithme de seconde espèce. 

L'indice n qui désigne l'espèce d'une fonction finie peut diminuer par la 
différentiation, mais il n'augmente jamais. Par exemple la dérivée d'une fonction 
finie de première espèce est tout au plus de la première espèce. De plus les 
transcendantes monômes entrant dans la fonction primitive sont les seules qui 
puissent entrer dans la dérivée. Cette remarque est une conséquence évidente 
des règles mêmes du calcul différentiel. 

8. Dans le numéro précédent, nous avons regardé les fonctions finies comme 
renfermant ou pouvant renfermer à la fois des exponentielles et des logarithmes ; 
néanmoins, il est des circonstances, assez rares à la vérité, où l'on a besoin de 
considérer des fonctions exponentielles dépendant des seuls signes vo{x), e x , et 
des fonctions purement logarithmiques dépendant des seuls signes vo{x), logx. 
La division des fonctions en espèces ne sera pas moins utile ici que dans le 
cas général. On nommera fonction exponentielle de première espèce celle où 
les signes exponentiels ne porteront que sur des quantités algébriques ; la fonc- 
tion exponentielle de première espèce la plus générale est donc de la forme [JMPA 1837:74] 
f(x, e", é" , . . . e w ), u, v,. . .w, dépendant algébriquement de x, et la caractéris- 
tique / étant algébrique par rapport à x, e", e v ,. . .e w . La fonction exponentielle 

de seconde espèce sera celle où les signes exponentiels porteront sur des fonctions 
de première espèce. Et ainsi des autres. On distinguera de même en espèces les 
fonctions purement logarithmiques. 

A peine a-t-on besoin d'avertir que notre classification des transcendantes 
s'étend aux fonctions de plusieurs variables x, y, z. . .. 

9. Quand le nombre des transcendantes monômes, entrant dans une fonction 
finie explicite, est supposé le plus petit possible, la fonction jouit de propriétés 
semblables à celles des équations algébriques irréductibles. 

Considérons d'abord une fonction de première espèce U, et soient 6, n,. . .Q, 
les transcendantes monômes dont elle dépend. D'après nos définitions, la valeur 
de U sera de la forme 

v = f(x,e,ri,...Q, 

la caractéristique / dénotant une fonction algébrique par rapport aux lettres 
comprises entre parenthèses. 

Cela posé, si le nombre /! des transcendantes monômes, 6, r/,. . .£, est sup- 
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posé réduit à son minimum, c'est-à-dire s'il est impossible de trouver une autre 
fonction transcendante de première espèce équivalente à U, et contenant moins 
de transcendantes monômes que f(x,9,n,...Q, je dis que nulle relation algé- 
brique ne pourra exister entre la variable indépendante x et les fi quantités 9, 
T),. . .£, à moins qu'elle ne soit identique. En effet une telle relation, si elle avait 
lieu, fournirait la valeur de l'une de ces transcendantes, de 9 par exemple, ex- 
primée algébriquement en fonction de x et des autres, et dès-lors on pourrait en 
reportant dans U cette valeur de 9 diminuer /i d'une unité, ce qui est impossible. 
Pour rendre notre raisonnement plus précis, concevons que l'on tombe, par 
une suite quelconque de calculs, sur une équation de la forme 

<j ) (x,e,7 1 ,...c) = o, 

dont le premier membre soit algébrique, par rapport à x, 9, r),. . .£. Je dis que 
cette équation ne pourra contenir 9, rj,...Q qu'en apparence, de sorte qu'elle 
subsisterait encore si l'on venait à remplacer 9, r),. . .£, soit par d'autres fonctions 
de x prises au hasard, soit par de simples lettres indéterminées. En effet si cette 
équation n'était pas identique relativement à 9 par exemple, elle fournirait la 
valeur de 9 sous la forme 

9 = w{x,r],...Ç), 

ta indiquant une fonction algébrique, et en portant cette valeur de 9 dans celle 
de U, on en conclurait 



[JMPA 1837:75] 



U = f[x,w(x,rj,...(),V,(] ■ 

or cette expression de U est absurde, puisqu'elle renferme une transcendante mo- 
nôme de moins que la précédente, laquelle était pourtant supposée en contenir 
le plus petit nombre possible. 

Cette démonstration étant générale et rigoureuse pour toutes les fonctions 
de première espèce, pourvu que le nombre de leurs transcendantes monômes 
soit un minimum, nous avons droit de dire que, si, par la marche des calculs, on 
est conduit à une équation algébrique, entre la variable x et les transcendantes 
monômes qui composent la fonction sus-dite, on ne troublera pas l'égalité en 
remplaçant les transcendantes par des fonctions nouvelles prises au hasard ou 
par des quantités purement littérales. 

Supposons maintenant que U soit une fonction transcendante de n' em: espèce, 
et que 9, n,...Ç représentent les fj, transcendantes monômes de n 1 ™ espèce, 
entrant dans cette fonction. La valeur de U, considérée comme dépendante de 
9, r/,. . .£, sera de la forme 

u = /(M,---C), 

la fonction / étant algébrique par rapport aux quantités comprises entre paren- 
thèses et contenant en outre d'autres transcendantes d'ordre inférieur dont il 
est inutile de nous occuper. 

Maintenant, si le nombre /i est supposé le plus petit possible, je dis que nulle 
relation algébrique ne pourra exister entre la variable x, les transcendantes 9, 
r/,. . .£ et d'autres transcendantes d'ordre inférieur quelles qu'elles soient. En 



[JMPA 1837:76] 
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effet, une telle relation, si elle existait, fournirait la valeur de l'une de ces trans- 
cendantes, de 9 par exemple, en fonction algébrique des autres, et permettrait, 
en portant la valeur de 9 dans celle de U, de diminuer le nombre ji d'une unité, 
ce qui est absurde. 

Ce raisonnement est tout semblable à celui dont nous nous sommes servis 
pour établir le théorème relatif aux fonctions de première espèce. Nous voyons 
donc en général que si 9, rj,. . .C, désignent les transcendantes monômes de n' leme 
espèce entrant dans une jonction de n"™ espèce, toute relation algébrique entre 
x, 9, rj,. . .Q et des transcendantes d'espèce inférieure à la n leme devra être iden- 
tique en 9, rj,. . .Q, c'est-à-dire devra subsister si l'on remplace 9, rj,. . .Ç soit par 
d'autres fonctions de x, soit par de simples lettres indéterminées. Ce principe 
recevra par la suite de nombreuses applications. 

§111. 

Démonstrations de quelques théorèmes relatifs aux fonctions loga;, e x , log log a;, 

etc. 

10. Non-seulement la fonction log x ne peut être équivalente à aucune fonc- 
tion algébrique de x ; mais même elle ne peut être exprimée par aucune combinai- 
son quelle qu'elle soit d'un nombre limité de signes algébriques avec un nombre 
limité de signes exponentiels. Et réciproquement l'exponentielle e x ne peut être 
exprimée par aucune fonction purement algébrique et logarithmique. Ces théo- 
rèmes méritent d'être démontrés d'une manière rigoureuse : on en conclut que 
les signes zu(x), e x , loga; dont nous faisons usage dans notre classification des 
fonctions finies explicites sont réduits au moindre nombre possible. 

Pour rendre notre démonstration plus claire, prouvons d'abord que la quan- 
tité log x ne peut être équivalente à aucune fonction purement exponentielle de 
première espèce : en d'autres termes prouvons qu'en désignant par u, v,. . .w des 
fonctions algébriques et par £, rj,. . .9 les exponentielles e u , é" ,. . .e w , on ne peut 
pas avoir 

loga; = f{x,Ç,rj,...9), 

si la fonction représentée par / est une fonction algébrique. Représentons par m [JMPA 1837:77] 

le nombre des exponentielles £, rj,. . .9 qui entrent dans la valeur précédente de 

loga;. Nous avons évidemment le droit de supposer ce nombre m réduit à son 

minimum, c'est-à-dire de supposer que log x ne puisse s'exprimer par aucune 

autre fonction semblable à la fonction /, mais contenant moins d'exponentielles ; 

car si cette autre valeur de loga; existait, c'est celle-là que nous choisirions pour 

y appliquer nos calculs. Dès-lors aucune relation algébrique entre les quantités 

x, Q, rj,. . .9 ne pourra avoir lieu à moins qu'elle ne soit identique par rapport à 

chacune des transcendantes. Or, on obtient une telle relation en différentiant la 

valeur de loga; : la différentiation donne en effet, 

dx 

— =df{x,(,r),...9), 
x 



(»4 



dÇ Qdu drj . dO .. 

ou bien (en observant que l'on a — = = Çu , — — = r\v ,. . . — = 9w ) 

dx dx dx dx 

+ f' v (x, C, v, ■ ■ ■ 9)W' +■■■ + f' (x, C, V, ■ ■ ■ 0)0w'. 

L'équation que je viens d'écrire doit donc subsister si l'on remplace Q, rj,. . .9 par 
aÇ, /3r},. . ."/9, a, /?,. . .7 désignant des quantités purement littérales. Il résulte de 
là qu'on a 

- = fx( x , a C, Pv,--- 1$) + f'ad x > "C, Pv,--- ld)aÇu' 

+ f' 0n (x, a(, prj,... y0)Prp/ + ... + f^{x, a(, prj,... j6)j9w' , 

c'est-à-dire 

dx 

— =df(x,aÇ,Pr),...j6). 

x 

dx 
En égalant cette valeur de — à la précédente df(x,Ç,rj,...9), puis intégrant, 

x 
on a donc 

f(x,aÇ,Pr,,...je) = f(x,(,v,...0) + C. 

Pour déterminer la constante C, je nomme a, b,. . .c les valeurs respectives de £, [JMPA 1837:78] 
rj,. . .9 pour une valeur déterminée quelconque x = g : il en résulte 

f(g, aa, Pb,... je) = f(g, a, b, . . . c) + C. 

Eliminant C, on a 

f(x, a(, Ptj,... 70) - f{g, aa, pb,... 7c) = f(x, C, V, ■ ■ ■ 0) ~ f(g, a,b,...c). 

Je différentie cette équation par rapport à a, et après la differentiation, je pose 
a = 1, (3 = 1,. . .7 = 1 :je trouve par là 

Çf'c(x,Ç,V,---0) = af' a {g,a,b,...c), 

ou simplement, 

f' c {x,t,r,,...9) = ^, 

en représentant par A la constante af' a (g, a, b, ... c). L'équation algébrique précé- 
dente subsistera encore (n° 9) si je remplace £, rj,. . .9 par les quantités purement 
littérales A, ji,. . .v : on a par conséquent, 

f x {x,\,ji,...v) = —, 



()•") 



et l'on aura de même, 

f (x, A, fi, ...v) = -. 



C 
fl{x,X,fi,...v) = -, 

V 



si l'on représente par B,. . .C les constantes bf' b (g, a, b, ... c), cf' c (g, a,b, . . . c). De 

là il est aisé de conclure [JMPA 1837:79] 

f\(x, X,fi,... v)d\ + f'^(x, X,fi,... v)dfx + ... 

.. . , , , MX Bdfi Cdv 

+ f v {x, A, fi, . . . v)dv = — 1 h ... H : 

A fi v 

intégrant donc par rapport à A, fi,. . .v, il vient 

f(x, A, fi, . . . v) = A log A + B log fi + . . . + C log v + const. 

La constante est ici une fonction de x : pour la déterminer, soient Ao, fia,. ■ .vq 
des valeurs particulières de A, fi,. . .v : en les substituant, on obtiendra 

f(x,X ,fio,. -.vo) = AlogAo + Blog^ + ••• + C log v + const. 
d'où l'on tire, par la soustraction, 

f(x, X,fi,...v) = f{x, Ao, f^, ■ ■ ■ v Q ) + A(log A - log A ) 

+ B(log fi - log fi ) + . . . + C(log v - log i/ ). 

Comme je puis actuellement donner à A, fi,. . .v les valeurs que je veux, je pose 
X = (,, fi = rj,. . .v = 6 : \e premier membre devient f(x, Ç, rj, . . . 0) ou log x : en 
observant que log £ = u, log rj = v,. . .log 6 = w, j'en tire donc 

log a; = f(x, Ao, Mo, • • ■ ^o) + A(w - log A ) 

+ B(v -log Mo) + ... + C(w -logf ), 

équation absurde ; car le second membre est une fonction algébrique de x, la- 
quelle ne peut pas être égale à log x, d'après ce qu'on a démontré ci-dessus. 

11. On peut abréger la démonstration précédente, sans d'ailleurs en changer 
l'esprit ; il suffit pour cela de considérer à part une des exponentielles Ç, rf,. . .6, la 
première par exemple, au lieu de les considérer toutes à la fois. Je développerai 
d'autant plus volontiers cette seconde méthode, ou plutôt cette autre manière 
d'envisager la même méthode, que j'en ferai par la suite un usage continuel et 
exclusif. Voici comment il faut raisonner alors. 

Il s'agit de prouver l'absurdité de l'équation 

(1) logx = f(x,Ç,r),...9), 

6G 



dont le second membre renferme m exponentielles Q, rj,. . .9 : le nombre m est 
supposé réduit à son minimum : par conséquent si de l'équation (1) on déduit 
une autre équation semblable dont le second membre renferme moins de m ex- 
ponentielles, l'absurdité de l'équation (1) sera par cela même rendue manifeste. 
Maintenant pour mettre spécialement en évidence l'exponentielle Q, j'écrirai 
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logx 



(x,(), 



C(x,O + 0' c (x,OC«', 



.0)8w' 



et j'en déduirai en différentiant 

1 
x 

<j)' x (x,Ç) étant l'expression abrégée de 

f x (x, C, v, ■ ■ -0) + />, t,v,... 0)r,v' +... + f' e {x, C, v 
L'équation 

^ = <i>' x (x,Q + <i>' c (x,QÇu' 
remplace l'équation équivalente 

^ = f x (x,(,r,,...9)+f (: (x,(,v,...e)(u' 

+ f v {x, C,V,--- 9)vv' + ■■■ + fé{x, C,V,--- 0)9w', 

dont nous nous sommes servis dans le numéro précédent, mais elle est beaucoup 
plus simple à écrire. Cette équation doit être identique par rapport à £ : on peut 
donc y remplacer £ par aÇ, a étant une quantité numérique quelconque, ce qui 

donne 

1 

<j)' x (x, aÇ) + (f>' aC {x, aQaÇu' , 



1 



équation dont le second membre, multiplié par dx, fournit pour résultat la dif- 
férentielle complète dcfitx, a(). En égalant cette valeur de — à la précédente, et 

x 
intégrant l'équation qui en résulte, puis déterminant la constante arbitraire à 

l'aide d'une valeur particulière x = g, à laquelle répond ( = a, on obtient 

4>{x, aÇ) = 4>{x, C) + <f>(g, aa) - <fi(g, a). 

Je différentie cette équation par rapport à a et je fais ensuite a = 1. En posant 
a<f)' a (g, a) = A, je trouve ainsi, 

C^(x,C) = A. 

Cette équation étant algébrique par rapport à x, £, rj,. . .9, doit subsister si l'on 
remplace £ par une lettre indéterminée i que l'on pourra regarder comme une 
variable indépendante. On a donc 



(f>i(x,i) = 
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A 
i 
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Multipliant par di et intégrant, j'obtiens 

4>{x, i) = A log i + const. 

d'où résulte, en déterminant la constante à l'aide d'une valeur particulière Îq de 

i, 

<f>(x, i) = A log i + <f>(x, io) - A log i . 

J'ai le droit de donner à i telle valeur qu'il me plaira : je pose donc i = Ç ; le 
premier membre de mon équation devient (f>(x, Ç) ou log a; : de là je conclus, en 
observant que log Ç = u : 

log a; = Au + <f>(x,io) - Alogzo, 

équation absurde, car le second membre est une fonction exponentielle de pre- 
mière espèce où C n'entre plus et qui renferme seulement m — 1 exponentielles 
ï),. . .8, tandis que la valeur de log a; doit par hypothèse en contenir au moins 
m. Nous sommes ainsi conduits de nouveau à la conclusion obtenue dans le 
numéro précédent, savoir qu'une équation de la forme (1) est inadmissible. Le 
lecteur jugera sans doute avec nous que la démonstration donnée en dernier 
lieu est plus simple et aussi rigoureuse que celle du n° 10 ; elle abrège surtout 
considérablement l'écriture. 

12. Faisons voir maintenant que log a; ne peut être exprimé par aucune fonc- 
tion exponentielle de n œrm:: espèce, quel que soit n. Désignons en effet par m [JMPA 1837:82] 
le nombre des exponentielles de ti"™ espèce, et supposons le nombre m réduit 
à son minimum, en sorte que nulle relation algébrique ne puisse exister entre 
ces exponentielles de n œme espèce et d'autres, quelles qu'elles soient, d'espèce 
inférieure. Soit Q = e u une quelconque d'entre elles, u étant une fonction expo- 
nentielle de (ri — l)*™ 6 espèce, et, pour mettre Q en évidence, écrivons 

logx = (j)(x,Ç), 

la fonction <j) étant algébrique par rapport à Ç, et contenant en outre, algébri- 
quement aussi, d'autres exponentielles monômes dont il est inutile de faire une 
mention explicite. 



L'équation 



dx 

— = d<j)(x,(), 
x 



X s 

que l'on obtient en différentiant la valeur de log a;, est algébrique par rapport à 
ces transcendantes aussi bien que par rapport à £. Donc elle doit subsister en 
remplaçant £ par uÇ, a étant une quantité numérique quelconque ; ainsi l'on a 



x 
d'où il est aisé de conclure 



<t>' x {x, a<) + 0„ c (a;, aQaÇu' , 



dx 

— = d<fi(x, aÇ). 
x 
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dx 

J'égale cette valeur de — à la précédente dç(x, Ç), après quoi j'intègre, et je 

x 
détermine la constante à l'aide d'une valeur particulière x = b, à laquelle réponde 

9 = a. Il vient 

<f>(x, aÇ) = </>(x, C) + 4>(b, aa) — </>(&, a). 

Je difFérentie par rapport à a l'équation que je viens d'écrire, et posant a = 1 
après la différentiation, je trouve 

(<f>ç{xX) = a<f>' a (b,a), 

équation algébrique par rapport à £ et qui doit subsister si l'on remplace £ par [JMPA 1837:83] 
une lettre indéterminée i : remplaçant donc £ par i et faisant a(j)' a (b, a) = A, j'ai 

4>'i{x,i) = —, 

i 

ce qui me donne, en intégrant par rapport à i, 

4>{x, i) = A log i + const. 

En déterminant la constante à l'aide d'une valeur particulière i de i et posant 
ensuite i = £, on obtient enfin, comme ci-dessus, 

log a; = Au + <f>(x,io) - Alogzo, 

équation absurde, puisque le nombre des exponentielles de n™ 6 espèce contenues 
dans le second membre est < m, ce qui ne se peut. 

13. Il est rigoureusement établi par là que la fonction log a; ne peut être 
équivalente à aucune fonction <j> purement exponentielle ou dépendante des 
seuls signes zu(x), e x . On peut en dire autant des fonctions suivantes log log x, 
log log log a;, etc. ; car si l'on avait log log a; = </>, on en déduirait log a: = e^, ce 
qui est absurde. Réciproquement nous ferons voir que la quantité e x ne peut 
être exprimée par aucune fonction purement logarithmique. 

Supposons, par exemple, qu'il soit possible d'exprimer e x par une fonction 
logarithmique de première espèce, c'est-à-dire de la forme 

e x = f(x,C, V ,...e), 

£, r),. . .6, ayant pour valeurs respectives logu, logt>,. . .logw où u, v,. . .w, dési- 
gnent des fonctions algébriques, et le nombre m des quantités Ç, r),. . .6 étant 
réduit à son minimum. 

Considérons spécialement £ par exemple, et remplaçons en conséquence 
f{x,C,,ï],...0), par <j)(x,Q; nous aurons en prenant les logarithmes des deux 
membres 

x = \og<j>{x,Ç), 



d'où résulte, en diffôrcntiant 
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OU [JMPA 1837:84] 

<f>' x (x,0 + <f>' c (x,0- 

1= 4>(x,0 ' 

équation purement algébrique par rapport à £, rj,. . .9, qui doit être identique 
par rapport à £, et où l'on peut en conséquence remplacer £ par a + Ç, a étant 
un nombre quelconque. On a donc 

u' 



(f>(x,a + C) 

ou 

dcp(x,a + Ç) 

dx = — — . 

ç(x,a + Q 

J'égale cette valeur de dx à la précédente, ce qui me donne 

d(j)(x, a + C) d<j)(x,Q 

<j)(x,a + () H X X) ' 

intégrant donc et déterminant la constante arbitraire à l'aide d'une valeur par- 
ticulière x = b, à laquelle réponde £ = a, on obtient 

<j>(x, a + Ç)= ' (j>(b, a + a). 
<f>(b,a) 

Je difFérentie maintenant par rapport à a, et après la différentiation je pose 
a = : cela me donne 

équation algébrique par rapport à £ et qui doit subsister encore si l'on remplace 
£ par une lettre indéterminée i. On a par conséquent 

en posant — ^ — ^— = /i, on en conclut 
4>{b, a) 

(/>(x,l) 

Intégrant donc par rapport à i, et déterminant la constante que l'intégration [JMPA 1837:85] 
introduit à l'aide d'une valeur particulière i = ïq, on tire aisément de là 



<j)(x,i)e Mo = (t>(x,i )e n \ 



70 



résultat absurde, puisqu'on en déduirait e ht = une fonction algébrique de i, ce 
qui ne se peut. Si h était = 0, ce raisonnement ne serait plus possible ; mais on 
aurait alors <j)(x,%) = (j)(x,io) ', d'où, en posant i = Ç, on conclurait <p(x,Ç) ou 
e x = 4>(x, io), équation absurde, puisque son second membre renferme seulement 
(m — 1) logarithmes, tandis que la valeur de e x doit, par hypothèse, en contenir 
au moins m. 

On prouvera en général que e x ne peut être exprimé par aucune fonction pu- 
rement logarithmique de n œme espèce. En effet soit Q une des m exponentielles 
de n œm£ espèce entrant dans la valeur supposée de e x , et suivant notre usage 
posons e x = cj>(x,Q. Regardons le nombre m comme réduit à son minimum : 
dès-lors aucune relation algébrique ne pourra exister entre x, £, les autres loga- 
rithmes de n™ 6 espèce contenus dans (f>(x,Ç) et d'autres logarithmes d'espèce 
inférieure. On pourra par conséquent répéter ici mot à mot tout ce que nous 
avons dit au commencement de ce numéro, quand la fonction (j>(x, Ç) apparte- 
nait à la première espèce, et l'on retombera de nouveau sur l'équation absurde 
4>(x, i)e ht ° = (j)(x, io)e hl . Notre analyse établit donc en toute rigueur le théorème 
que nous avions en vue, savoir que l'exponentielle e x ne peut être exprimée par 
aucune fonction purement logarithmique de la variable x. 

§IV. 

Des diverses fonctions que l'on rencontre dans les éléments. 

14. Si nous passons maintenant en revue les diverses fonctions de x dont on 
s'occupe dans les éléments d'algèbre, nous verrons que toutes peuvent s'exprimer 
sous forme finie, à l'aide des simples fonctions algébriques, exponentielles et 
logarithmiques. Et nous n'avons pas même besoin de comprendre parmi ces 
dernières les exponentielles de la forme a x et les logarithmes Log x dont la base 

n'est pas le nombre e = 2,718 ... ; car ou a a x = e xl ° sa et Log a; = Mlogx, M [JMPA 1837:1 
désignant le module du système des logarithmes désignés par Log a;, par où l'on 
voit que tous les logarithmes peuvent être transformés en logarithmes népériens, 
et toutes les exponentielles transformées en d'autres exponentielles rapportées 
au nombre e. 

15. Considérons d'abord les puissances dont l'exposant est un nombre quel- 
conque. Soit a une constante réelle ou imaginaire : la puissance dont il s'agit 
sera représentée par x a . Dans le cas très particulier où le nombre a est réel et 

777 

rationnel, on sait que x a est une fonction algébrique de x ; car si l'on a a = — , 

n 
m 
ou a = , 777 et n désignant deux nombres entiers positifs, il en résultera 



ou 



Mais toutes les fois que la constante a est irrationnelle ou imaginaire, je dis que 
x a n'est pas une fonction algébrique de x. Pour le prouver, posons y = x a , ce 
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qui donne 

dy 
x — = ay. 
dx 

Admettons pour un instant que y soit une fonction algébrique de x, déterminée 

par une équation irréductible de degré /i, savoir 

(1) f(x,y) = 0, 

dont le premier membre serait une fonction entière de x et y. En différentiant, 

il vient 

)d y 

dx 

équation qui se transforme dans la suivante 



/£(*,*) + />, v) 5z = o, 



(2) xf , x (x,y) + ayf y (x,y) = 0, 

dy ay . 

lorsqu on remplace — par sa valeur — et qu on chasse ensuite le dénominateur [JMPA 1837:87] 
dx x 

dy 

x. Pour que l'équation x — = ay soit satisfaite, il est donc nécessaire que les 

dx 
deux équations (1) et (2) aient lieu en même temps, sans qu'on soit obligé 

d'attribuer à x une valeur particulière ; et comme l'équation (1) est irréductible, 

une de ses racines, j/i, par exemple, ne peut satisfaire à l'équation (2), sans 

que toutes les autres y 2 , 2/3,- • -y y., n'y satisfassent aussi, Donc, si l'intégrale 

dy 
particulière y = y\, vérifie l'équation x— - = ay, les intégrales particulières 

dx 
V = 2/2, y = 2/3,- • -V = Vu, la vérifieront également. Les racines y 1 , y 2 ,. ■ .y M 
étant différentes de zéro par la nature même de l'équation irréductible (1), il 
résulte de la théorie des équations linéaires que la valeur de y s'obtiendra en 
multipliant y\ par une certaine constante Ci, ou bien en multipliant y 2 >- • -Vu, 
par des constantes C2,. . -C M : on voit donc qu'il est permis de poser à la fois 

2/ = Ci2/i, y = C22/2, y = C 3 y 3 ,...y = C ll y fl : 

je multiplie ces équations membre à membre, et en représentant par C le pro- 
duit C1C2C3 . . . C M , je trouve 

2/ 1 = C m 2/i2/22/3---2/m> 

d'où je tire 

2/ = C ^/2/i2/22/3 • • • 2V 

Le produit 2/12/22/3 • • ■ 2/u n'est pas nul, puisque l'équation (1) étant irréductible, 
n'a pas de racine nulle ; c'est d'ailleurs une fonction rationnelle et symétrique de 
2/1, 2/2, etc. et par suite une fonction rationnelle de x, que l'on peut représenter 

par le quotient — de deux polynômes entiers premiers entre eux. Donc si la 
fonction y = x a peut s'exprimer algébriquement, sa valeur sera de la forme 
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En différentiant cette valeur, je trouve 



[JMPA 1837:) 



dy 

dx 



YX' - XY' 

XY ; 



et, comme j'ai d'ailleurs x 



dy 
dx 

x 

fi 



= ay, j'en conclus 
(YX' - XY' 



aXY. 



Cette équation nous prouve que XY est divisible par x, et que par conséquent 
un des deux facteurs X ou Y l'est aussi ; car ils ne peuvent pas l'être tous deux à 

V 

la fois, puisqu'on les suppose premiers entre eux. Admettons d'abord que — soit 

x 
une fonction entière. Il est alors permis de faire X = Zx n , n étant un nombre 

entier > et Z un nouveau polynôme non divisible par x : on a donc 



X' = nLx r - 



Z V 



Portant cette valeur et celle de X dans l'équation précédente, on obtient 
x 



-(nYZx ri 



YZ'x™ - ZY'x") = aYZx", 



ix 

équation qu'on peut écrire ainsi 

- -a)YZ= - ZY'-YZ' , 
Il ) il 

et dont l'absurdité est manifeste toutes les fois que a est une constante irra- 

tionnelle ou imaginaire. En effet, dans cette hypothèse, le coefficient a, ne 

A* 
n 
peut pas être nul, puisqu'en posant a = — la valeur de a serait le quotient de 

deux nombres entiers réels. Par conséquent le premier membre, où se trouvent 
les deux facteurs Y et Z premiers avec x, est aussi premier avec x, tandis que 
dans le second membre, ce facteur x est au contraire mis en évidence. En posant 
Y = Zx", on arrivera de même à une équation absurde, savoir, 

n 
/' 



a XZ= -(ZX'-XZ') 



Donc y ou x n ne peut pas avoir une valeur de la forme C 



: donc x a ne peut [JMPA 1837:89] 



s'exprimer par aucune fonction algébrique de x. Il est d'ailleurs aisé de voir que 
cette quantité peut être représentée par des exponentielles et des logarithmes, 
puisque l'on a x a = e al ° sx . 

16. Viennent ensuite les exponentielles dont la base et l'exposant à la fois 
sont des fonctions de la variable, exponentielles dont la quantité x x nous offre 



73 



un exemple. Il est bien facile de prouver que l'on n'a pas x x = y, y étant une 
fonction algébrique ; car en différentiant cette équation, on trouverait 

2/(1 + log a:) = y', 

i, „ y' r , , ■ 

d'où l'on déduirait log x = 1 = fonction algébrique de x, ce qui est absurde. 

y 

Mais cette fonction x x , et la fonction plus compliquée q p dans laquelle p et q 
sont deux fonctions algébriques quelconques de x, peuvent s'écrire sous forme 
finie avec les signes logarithmiques et exponentiels, puisque l'on a 

x x = e x log x q p = e p log q 

17. Je m'occuperai en dernier lieu des fonctions circulaires. Et d'abord s'il 
s'agit du cosinus, on a par une formule connue d'Eulcr 



donc la quantité cosx s'exprime en exponentielles imaginaires, et il en est de 
même de sina; et des autres lignes trigonométriques, puisque l'on a 

sina; = ■ , etc. 

Il nous sera aisé de prouver en passant que ces lignes trigonométriques ne sont 
point exprimables en fonction algébrique de x, car si l'on avait par exemple 
cosec = f(x), f dénotant une fonction algébrique, on aurait aussi [JMPA 1837:90] 

~ " «')■ 

et il en résulterait 

e x ^ = f{ x ) ± y/f(x)*-l, 

c'est-à-dire e x ^~ 1 = une fonction algébrique de x, ce qui ne se peut. 

Les fonctions trigonométriques inverses ne sont pas non plus algébriques, 
mais elles s'expriment par des logarithmes au moyen des formules de Jean Ber- 

nouilli 



-= log(a;\/— ï + v 1 



1 , / ! 
arc tang x = — log 



-1 VI 



En résumé, les fonctions que l'on rencontre dans les éléments peuvent toutes 
s'écrire sous forme finie à l'aide des signes algébriques, exponentiels et logarith- 
miques ; ce que nous nous proposions d'établir. 
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V. 



Comment on peut reconnaître d'une manière précise à quelle espèce appartient 
une fonction finie explicite donnée. 

18. D'après la classification des fonctions finies explicites adoptée par nous 
au paragraphe deuxième de ce mémoire, une fonction finie explicite de la n"™ 2 
espèce ne peut renfermer dans chacun de ses termes plus de n opérations trans- 
cendantes portant successivement l'une sur l'autre ; mais de ce qu'une fonction 
finie explicite renferme un ou plusieurs termes affectés de n opérations trans- 
cendantes successives, il n'en résulte pas nécessairement qu'elle appartienne à la 
n œme eS pg ce • au contraire il peut arriver qu'elle appartienne à une espèce infé- 
rieure à la n œnK ou même qu'elle soit purement algébrique. Aussi avant d'affirmer 
qu'une fonction finie donnée appartient à une espèce ou à une autre, est-il né- 
cessaire de réduire autant que possible les signes exponentiels et logarithmiques, 
qui se succèdent et qui souvent peuvent s'entre-détruire. 

Si vous considérez, par exemple, les fonctions log(a;e :r ), log(e a: "), qui sous 
leur forme actuelle paraissent appartenir à la seconde espèce, vous n'aurez qu'à 
les écrire ainsi log(a;e rE ) = logx + x, log(e x ") = x n , pour reconnaître que l'une 
d'elles est de première espèce et que l'autre est purement algébrique. 

Ces réflexions conduisent à un problème nouveau difficile autant qu'utile 
et dont voici l'énoncé : Etant donnée une fonction finie explicite, trouver une 
méthode exacte qui fasse connaître avec certitude à quelle espèce cette fonction 
donnée appartient. Sans essayer de traiter ce problème dans toute sa généralité, 
nous allons montrer, par des exemples choisis, quels principes on doit employer 
pour le résoudre dans chaque cas particulier. Mais, avant d'entrer en matière, il 
faut démontrer un théorème dont nous ferons, dans ce qui va suivre, un fréquent 
usage. 

19. Soient A, B,. . .C, des constantes quelconques et x une variable indépen- 
dante : je dis qu'il est impossible de trouver des fonctions u, v,. . .w, algébriques 
en x et telles que l'on ait 



(1) 



A log u + B log v 



C log w 



Pour établir ce théorème, nous ferons voir que l'équation (1), si elle était admise 
(u, v,. . .w désignant des fonctions algébriques de x) conduirait à une absurdité. 

En effet soit une fonction algébrique de x, telle que toutes les quantités 
u, v,. . .w puissent être regardées comme des fonctions rationnelles de x et 6, et 
qu'il en soit de même par conséquent de leurs dérivées w', v',. . .w' . Il existe une 
infinité de fonctions 9 qui jouissent de cette propriété, et l'on peut prendre, par 
exemple, 6 = au + f3v + . . . + jw, a, /3,. . .7, étant des constantes arbitraires. 
Puisque 6 est algébrique en x, on peut regarder cette quantité comme la racine 
d'une équation irréductible f(x,9) = 0, f(x,6) désignant un polynôme entier 
par rapport à x et 9, et de degré fi relativement à cette dernière lettre. 

Cela posé, en différentiant l'équation (1), il vient 



Au' Bu' 

u v 



[JMPA 1837:91] 



[JMPA 1837:92] 



1. 
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D'après ce qu'on a dit plus haut, le premier membre de cette équation est une 
fonction rationnelle de x et 9, ou peut facilement se transformer en une telle 
fonction. Ce premier membre doit être égal à l'unité, en prenant pour 9 une des 
racines de l'équation irréductible f(x,8) = : donc, par le théorème du n° 3, il 
devra aussi se réduire à l'unité pour toutes les autres racines. 

D'après cela, en nommant 9\, 9-2, ■ ■ .9^ les fi racines de l'équation f(x,9) = 
0, puis Mi, v\...Wi, u[, v[,. . .w'i les valeurs correspondantes de u, v,...w, u' , 
v',. . .w' , on aura quel que soit x : 



Ml 




Vl 


Au' 2 


+ 


Bv' 2 


U2 


V 2 


A< 


+ 


K 



Wl 


- 1 - 1 


Cw' 2 


= 1, 


w 2 




c< 


= 1, 



Je multiplie ces équations par dx et je les ajoute, ce qui, en ayant égard à la 
relation 

u l u 2 U M 

— dx H dx + . . . H — -dx = dlog(uiu 2 ■ ■ ■ % , 

«î u 2 w M 

me donne 

Adlog(uiU 2 . . . U/j,) + Hdlog(v 1 v 2 . . . v^) + . . . + Cdlog(wiW 2 . . . w^) = fidx : 

or les produits uiu 2 . . . w M , viv 2 . . . v^, Wiiu 2 . . . w^ sont des fonctions rationnelles 
de a, 9\, 9 2 . . .9^, symétriques en 9\, 9 2 . . .9^ : donc, par un théorème connu, on 
peut les exprimer rationnellement en x et les représenter respectivement par X, 
Y....Z. 

D'où l'on voit que si l'équation (1) était possible, on pourrait trouver des [JMPA 1837:93] 
fonctions rationnelles de x, savoir X, Y,. . .Z, propres à satisfaire à l'autre équa- 
tion 

(2) AdlogX + BdlogY+ ... + CdlogZ = dx. 

On sait (n° 19) que toute fonction rationnelle X peut se mettre sous la forme 

X = M(x - a) a {x - bf . . . (x - c) 7 , 

et on pourra écrire de même 

Y = M 1 {x-a) ai {x-bf 1 ...{x-c)i\ 



Z = Mi{x- a) Œi {x - b) t3i ...(x- c)' H . 

En posant, pour abréger, 

Aa + Bai + • ■ ■ + Ca^ = N, 
A/3 + B/3i + ... + CA=P, 

A7 + B71 + ... + C7i = Q, 
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l'équation (2) deviendra donc 

N P 



1. 



x — a x 



Quelques-uns des coefficients N, P,...Q peuvent être nuls; mais comme tous 
ne doivent pas s'annuler à la fois, supposons N différent de zéro. L'équation 
précédente peut s'écrire ainsi 

N =1 P Q 



je puis représenter la quantité 



x — b 
par 



U 



(x — b) . . . (x — c)' 
U étant une fonction entière de x : j'aurai donc [JMPA 1837:94] 

N U 



d'où je tire enfin 



x — a (x — b) ... (x — c) 



N(x - b) ...{x- c) = U(x - a), 



équation absurde, puisque le second membre est divisible et le premier membre 
non divisible par x — a. Donc, en partant de l'équation (1) supposée possible, 
on est inévitablement conduit à une absurdité : donc une telle équation ne peut 
pas exister. 

En nommant u, v,. . .w, t, des fonctions algébriques quelconques de x dont 
la dernière ne se réduit pas à une simple constante, on ne pourra pas davantage 
avoir l'équation 

A log u + B log v + . . . + C log w = t, 

car rien n'empêchera de regarder alors x comme une fonction algébrique de t, 
et par suite u, v,. . .w, comme des fonctions algébriques de cette même lettre t, 
ce qui réduira la nouvelle équation à la forme de l'équation (1). 

20. Actuellement considérons la fonction x a , a étant une constante irration- 
nelle ou imaginaire : cette fonction, comme nous l'avons vu n° 15, n'est point 
algébrique; elle est transcendante. Mais à quelle espèce appartient-elle? C'est 
là ce que nous ignorons jusqu'ici. Concevons donc qu'on nous propose de déci- 
der par une méthode certaine dans quelle classe cette fonction doit être rangée. 
D'abord, puisque l'on a x a = e al ° SI , la quantité x a que nous désignerons désor- 
mais par y est tout au plus de seconde espèce, et elle sera vraiment de seconde 
espèce si nous montrons qu'elle ne peut pas descendre à la première. C'est ce 
que nous allons faire à l'instant. 
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Pour développer notre démonstration dans laquelle, suivant notre usage, 
nous aurons recours au principe de la réduction à l'absurde, admettons qu'il soit 
possible de trouver une fonction de première espèce équivalente à y. Réduisons 
à son minimum le nombre des transcendantes monômes contenues dans cette 
fonction, et soit, s'il est possible, 9 = logw une de ces transcendantes, u étant 
algébrique ; la valeur de y dans cette hypothèse sera de la forme [JMPA 1837:95] 

V = <P{x,9), 

la fonction <j) étant algébrique par rapport à 9 et contenant en outre, algébrique- 
ment aussi, d'autres transcendantes monômes dont il est inutile de parler ici. Il 
viendra donc 

%- = <f/ x (x,9) + <f/ e (x,6)-. 

dx u 

du a 

Mais l'équation y = x a nous donne d'autre part = — : il en résulte, en 

ydx x 

remplaçant y et — par leurs valeurs : 
dx 



u 

t' x (x,9) + <f>' e (x,e)- 



a 



4>(x,9) x 

Cette équation étant algébrique par rapport à 9 et par rapport aux autres trans- 
cendantes contenues dans (j>(x, 9), on peut y remplacer 9 par fi + 9, fi étant une 
constante indéterminée : cela nous donne 



<j>' x (x,n + 9) + <j>' 6 (x,n + ' 



u 



u 



a 
<p(x,n + 9) x 

ainsi l'on a quel que soit fj, 

d<f>(x , fj, + 9) adx 
<fi(x,fj, + 9) x 

et par suite 

dcf>(x,n + 9) _ d(j)(x,9) 

4>(x,n+ 9) ~ <f>{x,9) 

J'intègre cette dernière équation, et déterminant la constante à l'aide d'une 
valeur particulière x = b à laquelle répond 9 = a, j'obtiens 

0(6, a)(p(x, (i+ 9) = (p(x, 9)4>(b, \i + a). 

Cette équation subsistant pour toutes les valeurs de /!, je puis la différentier par [JMPA 1837:96] 
rapport fi et poser ensuite \i = ; or l'équation nouvelle 

<Kb,a)<l>' e (x,0) = <i>(x,0)<i>' a (b,a), 
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qui résulte de cette opération, est algébrique par rapport aux transcendantes 9, 
etc., en sorte que l'on peut remplacer 9 par une lettre indéterminée i considérée 
comme variable indépendante. Il vient par-là 

<HM)$(M) = </>(M)<#,(M), 

c'est-à-dire 

$0M) </>'a(b,a) 



<)>(x,i) <t>{b,a) ' 

Multipliant donc les deux membres de l'équation que je viens d'écrire par di, 
puis intégrant par rapport à i et déterminant la constante arbitraire produite 
par l'intégration à l'aide d'une valeur particulière i = îq, on a 

log </>(£, i) = ° ' {i-i ) + log(t>{x,io), 
4>{b,a) 

résultat absurde, puisque le logarithme d'une fonction algébrique de i se trou- 
verait exprimé par une autre fonction algébrique de cette même lettre i. Donc si 
la quantité y est exprimable par une fonction transcendante de première espèce, 
cette fonction ne peut contenir aucun logarithme, mais seulement des exponen- 
tielles. 

Continuons à la représenter par <p(x, 9), 9 étant non plus un logarithme, mais 
bien une exponentielle de la forme e", u étant algébrique, et cette exponentielle 
entrant algébriquement seule ou avec d'autres dans la fonction <p(x,6). L'absur- 
dité de l'équation y = </>(x, 9) ainsi définie sera facile à établir : on en déduit en 
effet 

^ = <t>' x (x,O) + <t>' e (x,9)0u', 

à cause de — — = — il vient d'après cela 
ydx x 

<j>' x {x,9) + 4>' e {x,9)9u l _ a 

4>(x,9) x' 

équation algébrique par rapport aux exponentielles 6, etc., où l'on peut changer [JMPA 1837:97] 
9 en \x9 (/i étant une lettre indéterminée), ce qui fournit 

4f x {x,iJÛ) + <l>' li9 {x,iJ,9)ii0u' _ a 
(j)(x,fi9) x 1 

ou 

d<j>(x, nff) adx 

4>(x,[i9) x 

d4>(x,/i9) d<f)(x,9) 
<t>(x,ix6) <j)(x,9) 

79 



on conclut de là que 



Intégrant cette dernière équation et nommant a la valeur de 9 qui répond à une 
valeur quelconque x = b, on obtient 

4>(b,a)cj)(x, /j,6) = <j)(x,9)(j>(b,iJ,a). 

Je différentie par rapport à p l'équation que je viens d'écrire ; je fais ensuite 
jjl = 1, et j'ai 

9<f>(b,a)^' e (x,9) = a<f>(x,e)<f>' a (b, a), 

équation dans laquelle on peut (n° 9) remplacer 9 par une lettre indéterminée i, 
ce qui donne 

<P'i(x,i) _ a<t>g{b,a) 
4>{x, i) (f>(b, a) . i 

Je pose pour abréger 

a<f>' a (b,a) 
<p{b,a) 
et je multiplie par di les deux membres de l'équation 

<f>i(x,i) _ m 

<f>(x, i) i 

j'intègre ensuite par rapport à i : en représentant par Îq une valeur particulière 
quelconque de i, j'obtiens 

<f>(x,i) = ^.i™. 

Puisque la lettre i est tout-à-fait indéterminée, et que l'équation précédente est [JMPA 1837:! 
identique par rapport à cette lettre, rien n'empêche de faire i = 9 = e u . C'est 
ainsi que l'on trouve 

you 4>{x, 9) = — — — . e . 

Ainsi notre analyse nous fait connaître la seule forme sous laquelle une expo- 
nentielle e" ou e mu pourra entrer dans l'expression de <p(x,9). Cette exponen- 
tielle s'y trouve nécessairement en facteur à tous les termes : il en est de même 
des autres exponentielles é" . . . e w , ou si l'on veut e nv ,. . .e pw (n,. . .p étant des 
constantes et v,. . .w, des fonctions algébriques de x), que l'on regardera comme 
renfermées dans cette fonction. D'ailleurs en posant mu + nv + . . . + pw = t, le 
produit e" m . e nv . . . e pw sera égal à e* : donc la fonction <p{x, 9) ne peut être que 
de la forme 

4>(x,9) = zé '', 

z et t désignant des fonctions algébriques de x : puisque l'on a à la fois (j)(x, 9) = 
x a et (j>(x, 9) = zé , il vient 

d'où l'on tire, en prenant les logarithmes, 

a log x — log z = t : 
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or on a vu au n° 19 qu'une équation de cette dernière forme est toujours im- 
possible. A la vérité dans ce n° 19 la fonction t est supposée ne pas pouvoir 
se réduire à une simple constante. Mais c'est ce qui a lieu ici, car si t était 
une constante, le produit ze* et par suite la fonction x a se trouverait fonction 
algébrique de x, ce qui n'est pas (n° 15). 

Concluons de cette discussion que, toutes les fois que l'exposant a est irra- 
tionnel ou imaginaire, la fonction x a est transcendante de seconde espèce, en 
sorte qu'on ne peut espérer de l'exprimer ni par des quantités algébriques, ni 
par des transcendantes de première espèce. 

Comme second exemple, proposons-nous de chercher à quelle espèce appar- 
tient la fonction log log x. 

D'abord il est clair qu'on ne peut pas avoir 

log log x = une fonction algébrique f(x), 



car on en déduirait par la differentiation 

1 



a; log a; 



/'(*), 



et par suite log a; = une fonction algébrique de x, ce qui est absurde. 

A présent je dis que la quantité log log x n'est équivalente à aucune fonction 
transcendante de première espèce, ou (ce qui revient au même) je dis qu'on ne 
peut pas avoir log log a; = une fonction algébrique de x, d'une ou de plusieurs 
exponentielles de la forme e u , et d'un ou de plusieurs logarithmes de la forme 
log M, u étant algébrique en x. 

Car si une telle équation est possible, nommons 9 ou e u une des exponen- 
tielles que l'on suppose contenues dans son second membre, et pour mettre 9 en 
évidence posons simplement 

log log a; = 4>(x, 9), 

la fonction <fi étant algébrique par rapport à 9 et contenant en outre, algébri- 
quement aussi, des exponentielles et des logarithmes dont il est inutile de faire 
mention. Nous supposerons (ce qui est permis) le nombre des exponentielles ren- 
fermées dans la fonction <j) réduit à son minimum, et dès-lors il ne pourra exister 
entre ces exponentielles, la variable x, et des logarithmes de première espèce, 
aucune équation algébrique, à moins que cette équation ne soit identique. 

On produira une équation du genre de celle dont nous venons de parler, en 
différentiant l'égalité 

log log a; = 4>(x, 9), 

ce qui donnera 



1 



a: log ai 



<f> x {x,9) + <f>' e {x,9)9u'. 



[JMPA 1837:99] 



Dans cette dernière équation qui doit être identique, on pourra donc remplacer [JMPA 1837:100] 
9 par jjl9, jjl étant une lettre indéterminée : il viendra ainsi 



1 



a; log a; 



<f>' x (x,6) + 4>'^{x, fj,9)fj,9u' ', 
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d'où l'on conclut aisément 

d<j){x, /id) = d(j)(x, 9), 

le signe d indique une différentielle totale prise par rapport à a; et par rapport 
à 9 qui est fonction de x. Intégrant donc et déterminant la constante arbitraire 
à l'aide d'une valeur particulière x = b, à laquelle répond 9 = a, on aura 

(f>(x, fJ.6) = <f>(x, 9) + 4>(b, fm) - 4>(b, a), 

équation de laquelle je déduis, en différentiant par rapport à /x, et posant ensuite 
/i= 1, 

9cf>' e (x,e) = acf>' a (b,a). 

Ici, puisque l'équation est algébrique par rapport à 9 et aux autres transcen- 
dantes contenues dans la fonction <f), je puis remplacer 9 par une variable indé- 
pendante i. J'obtiens de la sorte 

ti(x,i)di= a4> « {b > a)d \ 
i 

d'où je conclus, en intégrant par rapport à i et représentant par ïq une valeur 
particulière de i, 

4>{x,ï) = a<f>' a (b, a)(\ogi - logio) + <j>(x,i a ) : 

or, si la dérivée <j>' a (b,a) n'est pas nulle, cette équation est absurde, puisqu'elle 
fournit pour logi une valeur algébrique en i, et si l'on suppose <j>' a (b,d) = 0, elle 
donne 

4>{x,i) = 4>{x,io), 

c'est-à-dire que la quantité <j>(x, i) est indépendante de i : donc l'exponentielle 

9 n'entre pas dans la quantité <f>(x,9), d'où résulte immédiatement que cette [JMPA 1837:101] 

quantité ne peut renfermer aucune exponentielle. 

Si donc la valeur de loglogx est exprimable par une transcendante de pre- 
mière espèce, elle ne pourra contenir que des logarithmes et point d'exponen- 
tielles. Soit 9 = log u l'un de ces logarithmes, u étant algébrique. Pour mettre 6 
en évidence, nous écrirons simplement suivant notre usage 

log log a; = (p(x, 9), 

la fonction (f> étant algébrique par rapport à 9. 

Les logarithmes qui entrent dans cette fonction 4> ou portent sur la simple 
variable x et sont de la forme log x, ou portent sur des quantités algébriques 
différentes de x. Rien ne m'empêche de supposer le nombre de ces derniers 
réduit à son minimum, et dès-lors il ne pourra exister aucune relation algébrique 
entre eux et les deux quantités x et log x. On s'en convaincra aisément par un 
raisonnement analogue à celui du n° 9. Reprenons donc l'équation log log a; = 



Kl 



4>{x, 9), et supposons que 9 soit différent de log x. En différentiant cette équation, 
j'en obtiens une autre, savoir 

f u' 



X log X U 

laquelle est algébrique par rapport à x, log x, 9 et par rapport aux autres trans- 
cendantes contenues dans la fonction <j), ce qui me permet de changer, quel que 
soit /i, 9 en /i + 9, et me donne 

1 u' 

— = 4' x (x,n + 0) + <l> , $ (x,ii + 6)—. 

x log x u 

J'égale ces deux valeurs de , et j'obtiens 

x log x 

u' u' 

<t)' x {x,fx + e) + <f>' {x,n + 9)- = <f>' x {x,e) + (i)' $ {x,e)-. 

u u 

Multipliant les deux membres par dx, et intégrant dans l'hypothèse que pour 

x = b on a 9 = a, je trouve [JMPA 1837:102] 

<f){x, fj, + 0) = cf>(x, 9) + 4>{b, n + a)- <p{b 7 a). 

Je différentie cette équation par rapport à /i et je pose /i = après la différen- 
tiation : j'ai ainsi 

4>' (x,6) = ^' a (b,a), 

relation algébrique par rapport à log x, 9, et où je puis remplacer 9 par une lettre 
indéterminée i. Multipliant donc par di et intégrant par rapport à i l'équation 
nouvelle 

#(*,*) = #,(&, a) 

à laquelle ce raisonnement conduit, puis désignant par io une valeur particulière 
quelconque de i, je trouve 

<f)(x, i) = (f>' a (b, a)(i - i ) + <f)(x, i ). 

Dans la fonction 4>{x, ï) la quantité i entre donc sous forme linéaire et avec un 
coefficient indépendant de x. Dans la fonction <fi(x, 9) la quantité 9 entrera donc 
aussi sous forme linéaire avec un coefficient constant : dès-lors si nous désignons 
par logu, logw,. . .logw, les logarithmes autres que log a; entrant dans (j)(x,9) et 
par A, B,. . .C des constantes, la valeur de 4>(x,9) ou log log x ne pourra être que 
de la forme 

log log a; = Alogu + Blog v + . . . + C log w + ^(x, log a;), 

^(Xjloga;) étant une certaine fonction algébrique de x et logx. 
Pour abréger je pose log x = Ç : il vient 

log£ = A log m + Blog v + . . . + Clog w + ^(x, C), 
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dx 
d'où je déduis, en différentiant et observant que dÇ = — , 

x 

1 Au' Bv' Cv/ T/ , . 1 T// A , 

CCÇ M V W X ^ 

or si cette équation n'est pas identique par rapport à Q elle est absurde, puis- [JMPA 1837:103] 
qu'elle fournirait alors pour Q ou log x une valeur algébrique en x. Si au contraire 
elle est identique par rapport à £, on pourra y changer C, en fi + £, [i étant une 
lettre indéterminée, indépendante de x, et l'on aura 

_^^ = A- + B- + . . . + C- + *' x {x,n + C) + -*' c (x,n + C). 
x(fi + Ç) u v w x s 

Je multiplie les deux membres de cette équation par dx, après quoi j 'intègre par 
rapport à x : je trouve ainsi un résultat de la forme 

U V w 

log(/x + C) = A log h B log h . . . + C log — 

u v w 

+ *(x,/i+C)~ *(6,A* + a)+log(M+a), 

b désignant une valeur particulière quelconque de x, et a, uq, vo,- ■ -Wo étant les 
valeurs de £, u, v,. . .w, pour x = b. 

Maintenant je différentie par rapport à /! l'équation que je viens d'écrire, et 
posant /i = 0, après la différentiation, j'obtiens 

^ = ^' c (x,0-K(f>,a) + ^, 

équation algébrique entre x et £, qui doit être identique en £ et où l'on peut par 
conséquent remplacer £ par une lettre indéterminée i. Mais l'équation 

- = *' i (x,i)-*' a (b,a) + - 
i a 

sur laquelle je tombe par le changement de C en i, étant multipliée par di et 
intégrée par rapport à i, me conduit à une autre équation 

logi = V(x,i)-y(x,i )- [<(6,a)- -](*-*o) + log»o, 

dans laquelle i est une valeur particulière de i, et qui doit être regardée comme 

absurde, puisqu'elle fournit pour logî une valeur algébrique en i. Donc quoi [JMPA 1837:104] 

qu'on fasse, on est conduit à une absurdité en regardant la transcendante loglog.x 

comme réductible à la première espèce, ce qu'il fallait démontrer. 

Etant donnée une fonction finie explicite quelconque f(x), si l'on veut déci- 
der d'une manière certaine à quelle espèce cette fonction appartient, il faudra 
évidemment faire usage d'une méthode semblable à celle que nous venons d'em- 
ployer pour les fonctions particulières x x , log log x. Cette méthode est fondée 
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sur un principe général : néanmoins, dans la pratique, il restera à vaincre les dif- 
ficultés propres à chaque exemple. Au reste on trouvera là-dessus de nouveaux 
détails dans le paragraphe suivant. 

(La suite à un autre cahier.) 
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Sur le développement de (1 — 2xz + z 2 ) 2 ; [jmpa i837:i05] 

Par MM. IVORY et JACOBI. 



On a souvent besoin de développer (1 — 2xz + z 2 )~z en une série ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de z, série dont le terme général peut être 
représenté par X„z" : x et z sont deux variables comprises entre —1 et +1. Or 
M. Ivory (dans les Transactions philosophiques) et ensuite M. Jacobi ont mis 
depuis long-temps la valeur de X„ sous cette forme très simple 

X 1 d n . (x 2 - 1)» 

1 ' " 1 . 2 . 3 . . . . n . 2" ' dx n 

C'est dans le journal de M. Crelle (tome II, page 223) que se trouve le mémoire 
de M. Jacobi ; mais comme cet excellent recueil est malheureusement peu ré- 
pandu en France, nous pensons faire plaisir à nos lecteurs en transcrivant ici la 
démonstration de la formule (1). 

D'après la formule de Lagrange, en résolvant l'équation y — x = zF{y) par 
rapport à y, on a 



y = x + zF(x) 
d'où résulte 



dJ 1 - 1 . F(x) 



1 . 2 . 3 . . . n dx r 



dy _ dF(x) z n d n . F{x) n 

dx dx 1 . 2 . 3 . . . n dx 2 

Appliquons la formule (2) au cas particulier où F(y) = \{y 2 — 1) : l'équation 
dont y dépend devient alors y — x = —{y 2 — 1), et l'on en déduit 1 — zy = [JMPA 1837:106] 
dy 



yï — 2xz + z 2 , puis — = (1 — 2xz + z 2 ) 2 : en vertu de la formule (2), on a 

dx 
donc 

9 , 1 z d. (x n - 1) z n d n (x 2 - l) n 

(l-2xz+z 2 )~2 = 1 + -. -.+ ...+ . — — h.... 

v ; 2 dx 1 . 2 . 3 . . . n . 2 n dx n 

et par conséquent 



X„ 



d n . {x 2 - 1) T 



1 . 2 . 3 . . . n . 2 n dx r 



C. Q. F. D. 

Au reste, la formule (1) étant donnée, on peut en démontrer l'exactitude 
de plusieurs manières, et par exemple en faisant usage de la relation connue 
nX„ - (2n - l)xX„_i + (n - 1)X„_ 2 = 0. 

D'après la forme de la fonction X„, les intégrales fX n dx, JdxfX n dx,... 
f ~X. n dx n , dans lesquelles on prend toujours —1 pour limite inférieure et x pour 



limite supérieure, s'évanouissent toutes si l'on pose après l'intégration x = 1. 
Cela étant, soit y une fonction de x telle que y et ses dérivées ne deviennent 
pas infinies lorsque x croît depuis —1 jusqu'à +1. En intégrant plusieurs fois par 
parties, on trouve 

y X n dx = . / (1 - x 2 ) n .—^-.dx 

.1 1.2. 3... ra. 2" J_i ; dx n 

équation dont le second membre se réduit à zéro, lorsque y est un polynôme 
entier de degré inférieur à n : si l'on fait en particulier y = X m , m étant < n, 

on tombe sur la formule bien connue / X m X„rfa; = : en posant y = X n , on 

r+l 2 

a au contraire / Xldx = . 

_i 2n+l 
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Sur la sommation d'une série ; 
Par J. LIOUVILLE. 



[JMPA 1837:107] 



En représentant par X + X\z + etc. ou par T,X n z n le développement de 
(1 — 2x2; + z 2 )~5, on sait que X = 1 et qu'en général X n est une fonction 
entière de x de degré n : de plus, si m est différent de n, on a les deux formules 
connues 



X m X n dx — 0, 



+i 



Xldx 



2n+ 1 



-1 J-i 

Soit ^f(x) une fonction entière de x de degré n : ^/(x) peut toujours se mettre sous 
la forme A0X0 + . . . + A„_iX„_i + A„X„, Ao,. . A„_i, A„ étant des constantes : 
cela est évident lorsque ^(x) se réduit à une constante Ao, puisque dans ce cas 
ty(x) = A0X0 : il suffit donc de prouver que si le théorème énoncé est exact 
pour les fonctions de degré (n — 1), il aura lieu pour celles de degré n : or en 
prenant A„, tel que les coefficients de x n soient égaux dans ^f(x) et dans A„X„, 
^(x) — A„X„ n'étant plus que de degré (n — 1), devient réductible à la forme 
A„_iX„_i + . . . + A0X0, d'où résulte ^/(x) = A0X0+ etc. En particulier, on 
peut mettre sous la forme citée A0X0 + . . . + A„X„ une puissance quelconque 
x n . 

Maintenant soit proposé de trouver la valeur F(x) de la série 



(1) 



F(x) = s{ 



2n+ 1 



X n 



fl 1 

f(x)X n dx\, 

1 ' 



dans laquelle n est successivement 0, 1, 2, 3,. . . : la variable x reste comprise [JMPA 1837:108] 
entre —1 et +1, et f(x) est une fonction arbitraire de x qui ne devient jamais 
infinie. Multiplions par X„cfe et intégrons de x = —1 à x = +1 les deux membres 
de l'équation (1) : cette intégration fera disparaître tous les termes du second 
membre à l'exception d'un seul, et l'on trouvera 

L 

[F(x) - /(x)]X n da: = : 
en multipliant l'intégrale précédente par une constante A„, il vient 

[F(x) - f(x)]A n X n dx = : 
n étant quelconque dans cette équation, on en tire sans peine 



[F(x) - /(a;)](AoXo + . • . + A n X n )dx = 0, 



et par conséquent 



[F(x) - f{x)]x n dx = 0, 



d'où par un lemme démontré (page 1 (PDF:6) de ce volume), on conclut F(x) = 
f(x), résultat auquel les géomètres sont arrivés depuis longtemps par d'autres 
méthodes moins simples ou moins rigoureuses que la nôtre. De plus, si l'on 
désigne par a la somme des n premiers termes de la série (1), on peut prouver 
que la différence f(x) — a change de signe au moins n fois lorsque x croît de —1 
à +1. 



MÉMOIRE 



[JMPA 1837:109] 



SUR 

Une méthode générale d'évaluer le travail dû au frottement, entre 
les pièces des machines qui se meuvent ensemble, en se pres- 
sant mutuellement. -Application aux engrenages cylindriques, co- 
niques, et à la vis sans fin ; 

Par M. COMBES. 



Lorsque deux corps A et B se meuvent, en se pressant mutuellement par des 
points de leurs surfaces, le travail résistant développé par le frottement, pen- 
dant un temps infiniment petit, est égal à l'intensité du frottement multipliée 
par l'étendue du glissement des deux surfaces l'une sur l'autre, pendant ce même 
temps. Or l'étendue du glissement ne sera point changée, si l'on ajoute au mou- 
vement effectif des deux corps A et B, un mouvement commun de translation 
dans une direction quelconque, un mouvement de rotation commun autour d'un 
axe donné, ou à la fois un mouvement commun de translation et de rotation. Ce 
mouvement commun ajouté aux mouvements effectifs des deux corps ne chan- 
gera point en effet leur mouvement relatif, et ne saurait en conséquence altérer 
l'étendue du glissement. 

Cela posé, si l'on connaît d'avance le mouvement de chacun des corps A et B, 
comme cela a lieu généralement pour les pièces qui entrent dans la composition 
des machines, on pourra ajouter au mouvement effectif, un mouvement commun 
de translation et de rotation, égal et directement opposé à celui du corps A. 
Celui-ci sera ainsi réduit à l'immobilité. Le mouvement du corps B, résultant 
de son mouvement effectif et du mouvement ajouté, pourra être déterminé, 
d'après les lois connues de la composition des mouvements de translation et 
de rotation. Le chemin décrit, pendant un instant infiniment petit, dans ce 
mouvement composé, par l'élément de la surface de B en contact avec la surface 
de A, sera aussi déterminé, sans difficulté, dès que le mouvement résultant sera 
connu : et il est évident que ce chemin sera l'étendue du glissement des deux 
surfaces l'une sur l'autre, dans le mouvement relatif du corps B par rapport à 
A considéré comme immobile, et par conséquent aussi retendue du glissement, 
dans le mouvement effectif et simultané des deux corps A et B. C'est par ce 
chemin qu'il faudra multiplier l'intensité du frottement, pour avoir l'expression 
du travail résistant élémentaire dû à cette force. 

Cette méthode est d'une application facile, générale et sûre, ainsi qu'on 
pourra le voir par l'application que nous en avons faite au cas de l'engrenage de 
deux roues d'angle, et d'une vis sans fin avec une roue. Pour l'appliquer, il faut 
se familiariser avec les lois de la composition des mouvements de rotation. On 
sait que ces lois sont les mêmes que celles de la composition des forces et des 
couples de forces, ce qui peut se démontrer par les notions les plus simples de 
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la Géométrie. Voici l'énoncé des théorèmes dont chacun de nos lecteurs pourra 
facilement trouver la démonstration. 

1°. Si un corps est animé de deux mouvements de rotation simultanés, (PL I, 
fig. 1) autour de deux axes AB, AC qui se rencontrent en A, et que des longueurs 
Aa, Ab respectivement proportionnelles aux vitesses angulaires soient portées 
sur ces axes, à partir du point A, le mouvement résultant sera un mouvement 
de rotation autour de l'axe AD, diagonale du parallélogramme construit sur les 
lignes Aa, Ab, avec une vitesse angulaire proportionnelle à la longueur Ad de 
cette diagonale. 

Les deux axes qui se rencontrent, formant ensemble quatre angles égaux deux 
à deux, on portera les longueurs Aa et Ab sur les côtés comprenant entre eux un 
de ces quatre angles, choisi de façon qu'un observateur qui serait placé debout 
sur le plan des deux axes, et aurait la face tournée vers l'ouverture de cet angle, 
vît le corps tourner dans le même sens, c'est-à-dire de sa gauche à sa droite, ou 
de sa droite à sa gauche, autour de chacun d'eux. La rotation du corps autour [JMPA 1837:111] 
de la diagonale, dans le mouvement résultant, sera dans le même sens que la 
rotation autour de chacun des axes primitifs, c'est-à-dire de la gauche à la droite 
ou de la droite à la gauche de l'observateur. 

2°. Si un corps est animé de deux mouvements (PL I, fig. 2) simultanés 
de rotation autour de deux axes parallèles AB, CD, et si ces mouvements sont 
dans le même sens, le mouvement résultant est une rotation autour d'un axe EF, 
parallèle à chacun des deux premiers, situé dans le même plan, et partageant 
la distance IK qui les sépare, en parties 10 et KO inversement proportionnelles 
aux vitesses angulaires autour des axes AB et CD. La vitesse angulaire autour 
de l'axe EF, dans le mouvement résultant, est égale à la somme des vitesses 
angulaires autour des axes primitifs AB, CD. 

(PL I, fig. 3). Si les deux rotations composantes sont de sens contraire, la 
rotation résultante a lieu autour d'un axe parallèle à chacun des deux axes 
donnés, situé dans leur plan et qui coupe la ligne IK sur son prolongement au- 
delà de l'axe, autour duquel la vitesse angulaire est la plus grande : la vitesse 
angulaire de la rotation résultante est égale à la différence entre les vitesses 
angulaires des rotations composantes. Elle est dans le même sens que la plus 
grande de ces vitesses. Enfin les distances 10 et OK sont entre elles dans le 
rapport inverse des vitesses angulaires composantes autour des axes AB, CD. 

3°. Si les deux vitesses angulaires autour de deux axes parallèles sont égales 
et de sens contraire, elles forment alors un couple de rotations. Le mouvement 
résultant est un mouvement de translation, dans une direction perpendiculaire 
an plan commun des deux axes, avec une vitesse égale au produit de la vitesse 
angulaire, autour de chacun des axes donnés, par leur distance. Le sens du mou- 
vement de translation est d'ailleurs donné par le sens des rotations composantes. 
Ainsi, si l'on se représente le plan des deux axes donnés comme horizontal, le 
mouvement de translation sera vertical ascendant, ou vertical descendant, sui- 
vant que la rotation autour de l'un des axes tendra à élever au-dessus du plan, 
ou à abaisser au-dessous de lui, les points situés sur le second axe. 

4°. Une rotation autour d'un axe peut être remplacée par une rotation égale [JMPA 1837:112] 
et de même sens autour d'un axe parallèle, et par un couple de rotations, équi- 
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valent à une translation dans une direction perpendiculaire au plan des deux 
axes. Cela permet de composer ensemble deux rotations autour d'axes non situés 
dans le même plan, ou plus généralement, de composer un nombre quelconque 
de rotations autour d'axes qui ne se coupent pas, et de les réduire à une rota- 
tion autour d'un axe, et à un couple de rotations équivalent à un mouvement 
de translation. 

Il est avantageux pour l'étude des machines de se rendre ces théorèmes fami- 
liers ; et comme leur démonstration n'exige pas d'autres connaissances que celles 
de la Géométrie élémentaire, il serait utile de les répandre dans l'enseignement 
inférieur, et de les placer à la suite des lois de composition des vitesses, ou mou- 
vements de translation. Nous les avons appliqués au calcul du travail résistant 
développé par le frottement, entre des pièces qui entrent habituellement dans 
la composition des machines. On pourra comparer cette méthode à celle suivie 
par les auteurs qui ont traité le même sujet avant nous. Voir (Mémoire sur les 
engrenages, par MM. Lamé et Clapeyron ; Annales des Mines, l re série, tome 
IX, p. 601. — Mémoire sur l'évaluation du travail dû aux frottements dans les 
engrenages coniques, par M. Coriolis ; Journal de l'Ecole Polytechnique, cahier 
XXV, page 44). 

L'évaluation du frottement dans les engrenages cylindriques se trouve aussi 
dans les leçons lithographiées de M. Navier pour l'Ecole des Ponts et Chaussées, 
et de M. Poncelet pour l'Ecole de Metz ; j'ai également donné, depuis quatre ans, 
dans mes leçons à l'École des Mines, le frottement dans les engrenages coniques, 
mais par une méthode moins simple que celle que j'expose dans ce Mémoire. [JMPA 1837:113] 

Frottement dans les engrenages cylindriques. 

(PI. I, fig. 4). Soient C et O les traces des axes des deux roues d'engrenage 
sur le plan commun des deux roues : 

CA = R et OA = R' les rayons des circonférences primitives : 

am, an les contours de deux dents appartenant la première à la roue (c), la 
seconde à la roue (o) ; ces dents, dans la position actuelle des roues, se touchent 
le long de la génératrice dont la trace sur le plan des roues est en a. 

La forme des dents doit être telle que, dans le mouvement du système, les 
points situés sur les circonférences primitives qui ont pour rayons CA et OA 
prennent des vitesses égalés. 

Il suit de là, que si nous désignons par u la vitesse d'un point à la circon- 
férence primitive de l'une et de l'autre roue, la vitesse angulaire de la roue (c) 

u 
autour de son axe sera — , et la vitesse angulaire de la roue (o) autour de son 
R 
u 
axe sera — . 

Le mouvement relatif des deux roues ne sera point changé si nous imprimons 
à chacune d'elles un mouvement de rotation autour d'un axe fixe, qui se com- 
posera avec le mouvement de rotation qu'elle possède autour de son axe. Or, si 

nous imprimons aux deux roues un mouvement de rotation autour de l'axe C, 

u 
avec une vitesse angulaire égale à — dirigée en sens contraire du mouvement de 

R 
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rotation de la roue (c) autour de son axe, cette dernière roue sera réduite au re- 
pos, et la roue (o) sera animée de deux mouvements de rotation, l'un autour de 

u 
l'axe C avec une vitesse angulaire égale à — , et l'autre autour de son axe propre 

u 

avec une vitesse angulaire égale à — . Ces deux mouvements sont de même sens 
6 6 R , 

et se composent en un seul. L'axe autour duquel a lieu le mouvement résultant 

est parallèle aux deux axes C et O et sa trace sur le plan des deux roues est en 

A, au point de contact des deux circonférences primitives ; car on a 



CA:OA 



u 
R 7 



u 
R' 
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La vitesse angulaire autour de cet axe est égale à la somme 77 + 777, des vi- 

R R 
tesses angulaires composantes. On voit que le mouvement relatif de la roue (o) 

par rapport à la roue (c) regardée comme immobile, est un roulement de la 

circonférence (o) sur la circonférence (c), sans glissement, puisque l'axe autour 

duquel tourne la circonférence (o) est toujours au point de contact des deux 

circonférences. 

Il suit de là que la normale commune en a aux deux contours am et an qui se 
pressent mutuellement, doit passer, pour une position quelconque du système, 
par le point de contact A des circonférences primitives. 

En effet, lorsque la roue (c) est réduite au repos, sans que le mouvement 
relatif soit altéré, l'élément a de la dent an appartenant à la roue mobile (o) doit 
glisser sur le contour de la dent am appartenant à la roue fixe (c). Or cet élément 
a de la dent an décrit alors un arc de cercle infiniment petit dont le centre est 
en A, et dont le rayon est Aa. Aa doit donc être la normale commune en a 
aux contours des deux dents en prise, sans quoi elles cesseraient de se toucher, 
dans le mouvement relatif, et aussi dans le mouvement effectif du système. Nous 
pouvons en outre, connaissant la vitesse angulaire de la roue mobile (o) autour de 
l'axe instantané A, déterminer quelle sera l'étendue du glissement de l'élément 
a de la dent an sur le contour de la dent immobile an. En effet, dans un instant 
infiniment petit dt, l'élément a décrit un arc de cercle égal à 



(îï + rO 



dt x Aa 



(5 



1 



Aa x udt. 



Or si l'on désigne par ds l'arc infiniment petit de la circonférence mobile (o) 
qui s'applique pendant l'instant dt sur un arc égal de la circonférence fixe (c), 
nous aurons udt = ds : donc l'étendue du glissement des contours de deux 
dents en prise, l'une sur l'autre, pour un arc infiniment petit ds parcouru par 
un point de la circonférence primitive de l'une ou de l'autre roue, est égale 

à Aal h — )ds, expression dans laquelle Aa est le rayon vecteur variable, 

qui va du point de contact des circonférences primitives au point de contact 
des deux dents en prise. Si donc nous désignons par p la pression mutuelle des 
deux contours am et an, par / le rapport du frottement à la pression, par z 
le rayon vecteur variable Aa, l'expression du travail résistant élémentaire dû 
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au frottement, pour un arc ds dont chacune des circonférences primitives aura 
tourné, sera 



et l'intégrale 



f (k + h).[ PZdS (a) 



exprimera le travail résultant du frottement correspondant à l'arc S dont tourne 
chacune des circonférences primitives, depuis le moment où deux dents com- 
mencent à se pousser dans la ligne des centres, jusqu'à ce qu'elles se quittent. 

Supposons que la roue (c) conduise la roue (o), et que la résistance agissant 
sur la roue (o) soit une force Q agissant tangentiellement à la circonférence 
primitive. Appelons a l'angle aAT, compris entre la normale commune Aa et 
la tangente commune AT aux deux circonférences primitives, d la distance Ai 
du point A au point où la tangente commune en a aux dents en prise coupe 
la ligne des centres OC ; nous aurons, pour déterminer la pression p, l'équation 
suivante : 

Q x R' = pR' cos a + fp(R' — d) sin a, (1) 

qui exprime que la force Q, la pression p et le frottement fp qui résulte de 
cette pression, se font équilibre autour de l'axe fixe O. R' — d peut être positif, 
négatif ou nul. Comme l'angle a demeure toujours très petit, quand les dents 
des roues sont petites, et comme le rapport / est lui-même une petite fraction, 
on peut généralement négliger le dernier terme du second membre de l'équation 
précédente, et poser simplement 

Q x R = pR cos a, d'où p ■ 



cos a 
Cette valeur de p portée dans l'expression du travail résistant (a) donne 

J ^\R R' 

Si les contours des dents sont de petites portions d'épicycloïdes engendrées par [JMPA 1837:116] 
une circonférence de cercle dont nous désignerons le rayon par r, il est facile de 

voir que l'on aura 

s 
z = 2rsma et a= — . 
2r 

Ces valeurs de z et a étant portées dans l'expression précédente, elle devient 

i . i \_ f ss[n i^ s „„/i i\ .,, s 

~s 
2r 



fQ {R + W) 2r J ^ = - /Q lR + R^ x4rlog - COS 2,- 
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s 

Or, quand S est un petit arc, on peut développer log cos — en une série très 

2r 
convergente, et l'on a 

S S 2 

log COS = ~ , 

& 2r 8r 2 ' 

en s'en tenant au premier terme de la série, et négligeant la quatrième puissance 

, S 
et les puissances supérieures de — . 

2r 

L'expression du travail résistant dû au frottement devient par la substitution 

de cette valeur 



\'<k + k^' 



l'arc parcouru par la circonférence de la roue (o) correspondant à cette quan- 
tité de travail étant égal à S, il s'ensuit que le frottement donne lieu au même 

travail résistant qu'une force égale à — /Ql 1 )S, qui serait appliquée tan- 

gcnticllement à la circonférence primitive de la roue (o). La valeur du frottement 
rapporté à la circonférence de la roue primitive augmente donc proportionnel- 
lement à l'arc S correspondant à une dent de chaque roue. Si m est le nombre 
de dents de la roue (c), et n le nombre des dents de la roue (o), on a [JMPA 1837:117] 



d'où 



1 


2tt 


rT " 


mS 


i 


2tt 


\' ' 


ns ' 



27rR = mS, 
2ttR' = nS, 

2 \R R'/ \m n 

Telle est l'expression dont on fait usage ordinairement, pour représenter la force 
résistante moyenne résultante du frottement, rapportée à la circonférence de la 
roue conduite. Elle est généralement trop petite : mais elle approche d'autant 
plus d'être exacte que les dents sont plus petites. 

Dans le cas où les contours des dents seraient engendrés, par un cercle d'un 
rayon infini, roulant sur l'une et l'autre circonférence, c'est-à-dire où ils devien- 
draient des développantes de cercle, le point de contact serait constamment situé 
sur la tangente commune aux deux circonférences primitives. On aurait a = 
et z = s : l'expression 

/Q( l l ' : "* 



deviendrait 



R R' 



! 1 \ f S , 1 „„/l 1 



/Q lR + R^H^=2 /Q VR'R' 



c'est-à-dire que la valeur donnée précédemment, pour la force résistante équiva- 
lente au frottement, serait rigoureusement exacte, dans ce cas, si nous n'avions 
pas négligé d'abord le second terme du deuxième membre de l'équation (1). 



<)ô 



Il est aisé de voir que, dans le cas dont il s'agit, la valeur exacte de la pression 
p est 

QR' 

p= r^/v 

L'expression de la force équivalente au frottement est donc encore, pour ce cas, 

un peu trop faible. [JMPA 1837:118] 

Engrenage d'une roue et d'une lanterne. 

(PI. I, fig. 5). Soit O l'axe de la lanterne, c le centre, ou la trace de l'axe de 
l'un des fuseaux dont nous représenterons le rayon par r, am le contour de la 
dent qui presse le fuseau. L'élément par lequel se toucheront la dent et le fuseau, 
doit être normal au rayon vecteur Ac, mené du point A au centre c du fuseau ; 
ainsi cet élément est situé en a. Conservant d'ailleurs les mêmes notations que 

f zds 

dans l'article précédent, voyons ce que devient l'intégrale 



cos a 

L'angle a est la moitié de l'angle AOc; la corde Ac = z+r = 2sin |AOcxR' : 
on a donc 

z + r = 2R sin a. (1) 

Si un arc infiniment petit ds de la circonférence (O) s'applique sur un arc égal 
de la circonférence (C), le centre c de la lanterne viendra en c', ce' étant l'arc 
infiniment petit ds, la corde Ac deviendra Ac', et si l'on prolonge l'élément ce' 
suivant la tangente cb, il est évident que l'on aura dz = Ac' — Ac = ds cos Ac& = 
ds cosa. 

D'où 

dz 
ds = . 



cosa 
zds f zdz 



On a donc / = / ^ — ; et en substituant à cos a sa valeur . 

J cos a J cos^ a 

4R' 2 - (z + r) 2 

-, tirée de l'équation (1), il vient 



4R' 2 



zds „ ,n f zds 
= 4R' 2 



4R' 2 - (s + r) 2 ' 
La valeur de cette intégrale est 



2R 



ri 



4R' 2 - r 2 r 2R' + r + Z 2R' 

° g '4R' 2 - (Z + r) 2 ~ R 7 ° g '2R'-r-Z X 2R 7 " 



Il est permis de négliger le second terme écrit dans la parenthèse, d'une part [JMPA 1837:119] 
parce que sa valeur est très petite, quand Z est lui-même petit par rapport à 
2R' — r, et ensuite parce que l'omission de ce terme donnera pour le frottement 
une valeur un peu trop grande. 
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L'expression précédente devient alors 

2R' 2 log 4R?J 



4R' 2 - (Z + r) 2 ' 

Pour qu'elle coïncide avec celle obtenue dans le cas des engrenages épicycloï- 
daux, il faut, en prenant pour la valeur du logarithme, le premier terme de son 
développement en série, qui est 

Z(2r + Z) 



4R' 2 - (r + Z) 2 ' 
négliger au dénominateur (r + Z) 2 par rapport à 4R' 2 et poser au numérateur 

Z(2r + Z) = S 2 . 

On commet ainsi deux erreurs, généralement dans le même sens, qui diminuent 
l'expression du frottement. 
Et l'on a 

Je ne m'arrêterai pas à discuter l'engrenage d'une roue et d'une crémaillère, qui 
est un cas particulier de l'engrenage de deux roues planes ; je passe à l'engrenage 
de deux roues non situées dans le même plan, mais dont les axes se rencontrent. 

Engrenage de deux roues d'angle. 

(PI. 1, fig. 6). Soient MC et MO les deux axes qui se coupent en M : u la 
vitesse que prennent dans le mouvement du système, les points situés à la circon- 
férence de l'une et de l'autre roue, R, R' les rayons CA et OA des circonférences 
primitives : 

7 l'angle compris entre les plans des deux roues ; cet angle 7 peut varier de 
à 180° ; il est nul quand les deux roues sont intérieures l'une à l'autre ; il est [JMPA 1837:120] 
de 180°, lorsqu'elles sont placées extérieurement l'une à l'autre dans un même 

plan, 

u u 

— , —, seront les vitesses angulaires des deux roues autour de leurs axes 

R R 
respectifs. 

Si l'on imprime aux deux roues un mouvement de rotation, autour de l'axe 

u 
MC, avec une vitesse angulaire égale à —, et en sens contraire du mouvement de 

la roue (c), celle-ci sera réduite au repos. Le mouvement de la seconde roue sera 
le mouvement résultant de sa rotation autour de son axe MO et de la rotation 
autour de MC ; portons sur les axes MC et MO deux longueurs Ma et Mb, 

respectivement proportionnelles aux vitesses angulaires —, — -. La diagonale 

R R 
du parallélogramme Maib, construit sur ces lignes, sera suivant l'axe autour 

duquel aura lieu le mouvement de rotation résultant, et la grandeur de cette 

diagonale sera égale à la vitesse angulaire dans ce mouvement ; or il est clair 
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que la diagonale sera suivant la génératrice MA, le long de laquelle se touchent 

les deux surfaces coniques, ayant leur sommet commun en M et pour bases les 

circonférences primitives ; en effet les sinus des angles compris entre la diagonale, 

et les côtés Ma, M6 doivent être entre eux dans le rapport inverse de ces mêmes 

u u 
côtés, c'est-à-dire dans le rapport de — à —, ou de R à R' : or on a sin AMC = 

R R 
R R' 

— -, sinAMO = — - : ces sinus étant entre eux comme R est à R', il en 
MA MA 

résulte que la diagonale du parallélogramme, ou l'axe du mouvement de rotation 

résultant, est suivant MA. La vitesse angulaire autour de cet axe est égale à la 

longueur Mi de la diagonale, c'est-à-dire à 



Ma 2 + M6 2 


-2Ma x MècosiaM 


' u 2 u 2 

R 2 + R^~ 


2u 2 

cos 7 

RR' 1 


Il 1 

V R 2 + R' 2 


2cos7 
RR' 



On voit donc que le mouvement relatif de la roue (o) par rapport à la roue (c), est 

le même que si le cône ayant son sommet en M et pour base la circonférence OA, [JMPA 1837:121] 

roulait, sans glisser, sur le cône ayant même sommet et pour base la circonférence 

CA. 

Il suit de là que si am et an sont les contours de deux dents en prise (ces dents 
sont ici des portions de surfaces coniques attachées aux deux roues, et ayant 
leur sommet en M, lesquelles se touchent le long d'une génératrice ; am et an, 
représentent dans la figure, les directrices de ces surfaces), la normale commune 
au point de contact aux deux contours, devra rencontrer la génératrice MA par 
laquelle se touchent les cônes ayant pour bases les cercles primitifs des deux 
roues. Appelant z la longueur de la perpendiculaire abaissée du point a, pris au 
milieu de la longueur de l'élément de contact, sur MA, l'étendue du glissement 
de la dent an sur la dent am sera, pendant un instant dt, égale à 



112 cos 7 

x zdt 



R 2 R' 2 RR' 

si ds est l'arc infiniment petit de la circonférence (o), qui s'applique pendant 
l'instant dt sur un arc égal de la circonférence (c), l'étendue du glissement corres- 
pondant à l'arc ds, dont chacune des circonférences a tourné dans le mouvement 
effectif du système, sera exprimée par 



112 cos 7 

— ?r H k zds; 

R 2 R' 2 RR' 



p désignant la pression mutuelle des dents en prise l'une sur l'autre, 



. 1 1 2 cos 7 
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sera le travail résistant élémentaire développé par le frottement, et l'intégrale 



/ 



1 

R2 



1 

R/2 



2cos7 
RR? 



pzds, 



sera le travail résistant pour l'arc S parcouru par un point de la circonférence 
de l'une ou de l'autre roue, depuis le moment où deux dents commencent à se 
pousser dans le plan des axes des roues, jusqu'à ce qu'elles se quittent. Soit 
(PI. 1, fig. 6 bis), le point de contact des deux dents, dans le plan moyen de la 
roue conduite (o). Mo représentant l'axe de cette roue, et MA la génératrice de 
contact des cônes primitifs, z est la perpendiculaire am abaissée du point a sur 
MA. Or, quand les dents sont petites, cette ligne am ou z se confond sensible- 
ment avec la ligne Aa, menée du point a au point de contact des circonférences 
primitives, et contenue dans le plan moyen de la roue (o). En effet, si nous me- 
nons la ligne ak, dans le plan de la roue, perpendiculaire au rayon Ao, et si nous 
joignons les points m et k, la ligne mk sera une perpendiculaire commune aux 
lignes MA et ak. Appelant a l'angle compris entre la ligne Aa, et la tangente 
commune AT aux deux circonférences primitives, et ô le demi-angle au centre 
du cône AMo, nous aurons les relations 



[JMPA 1837:122] 



am = z = ak + mk , 

mk = Ak cos ô = Aa sin a cos ô, 

ak = Aacosa, 

z 2 = Aa (cos 2 a + sin 2 a cos 2 ô), 



et 



cos aAm 



am 
Aa 



Vcos 2 a + sin a cos 2 S 



dans l'engrenage cylindrique, l'angle <5 = 0, cos<5 = 1 ; et l'on a z = Aa, 
cosAam = 1 ; les deux lignes a A et am se confondent. 

Dans l'engrenage conique, si les dents sont petites, l'angle a demeurera tou- 
jours très petit. Son sinus sera presque nul et son cosinus égal à 1, de sorte que 
les lignes am et aA seront encore très près de se confondre, et pourront être 
prises, sans erreur sensible, l'une pour l'autre la normale commune en a aux 
dents se confond aussi sensiblement, dans le même cas, avec am et Aa. 

Si nous appelons Q la résistance agissant tangentiellement à la roue conduite 
(o), la valeur approchée de p, dans l'hypothèse que la normale commune se 



confond avec Aa, sera, comme pour l'engrenage cylindrique, p 
pression du frottement sera 



cos a 



et l'ex- 



/Q 



i 

R 2 " 



1 

R 72 



2 cos 7 
RR' 



zds 



Cette expression coïncide avec celle obtenue pour l'engrenage plan de deux roues [JMPA 1837:123] 
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extérieures l'une à l'autre, lorsque l'on y pose 7 = 180° et cos 7 = — 1. 

Dans le cas où les deux roues sont intérieures l'une à l'autre, on a 7 
cos 7 = 1, et l'expression précédente devient 



/Q 



1 1 \ f s zds 



R R' > .10 



Lorsque les directrices ara et an des portions de surfaces coniques, formant les 
contours des dents, sont des courbes engendrées par une circonférence de cercle 
située dans le plan de la roue (o), ce qui donne pour la courbe an une épicycloïde 
plane et pour la courbe am une épicycloïde sphérique, on trouvera pour la valeur 
moyenne du frottement, considéré comme une force appliquée à la circonférence 
primitive de la roue conduite, 



1/1 1 2 cos 7 

2-^V R2 + r72 - -ÛRT >< S • 

m et n étant les nombres de dents des deux roues, on a 

1 _ 2tt 1 _ 2tt 

R ~ mS' R 7 ~ nS' 

et l'expression précédente devient 



1 1 2cos7 
7r/Q\/— 2 + ~2 ■ 

Pour 7 = 180°, cos 7 = —1, la résistance du frottement est la plus grande. C'est 
le cas de l'engrenage de deux roues situées extérieurement dans le même plan. 
Pour 7 = 0, cos 7 = 1, la résistance du frottement est la plus petite. Elle est 
exprimée par 

«mi 1 --- 

\n m,' 

c'est le cas où les deux roues sont dans le même plan, et situées intérieurement 
l'une à l'autre. [JMPA 1837:124] 

Frottement dans la vis sans fin. 

(PI. 1, fig. 7 et 7 bis). Soient O l'axe de la vis sans fin, que nous supposerons 
vertical : 

C l'axe horizontal de la roue : 

CA = R le rayon de la circonférence primitive de la roue (le point de contact 
du filet de la vis et de la dent pressée par ce filet, est toujours situé sur un point 
de la tangente AT à cette circonférence, parallèle à l'axe de la vis). 

OA = r le rayon du cylindre sur lequel est enveloppée l'hélice ou l'élément 
hélicoïdal, qui presse les dents de la roue : i l'inclinaison constante de cette 
hélice sur le plan horizontal. 

Le filet serpente sur le noyau de la vis et s'élève en tournant dans le sens xy. 
Lorsque la vis entière tourne sur son axe dans ce même sens, le filet de la vis 
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presse successivement les dents de la roue de haut en bas et fait tourner celle-ci 
dans le sens yz. La condition de ce mouvement est que la vitesse d'un point de 
la circonférence CA, soit à la vitesse d'un point du filet situé sur la circonférence 
OA comme le pas de la vis est à la circonférence qui a pour rayon OA. Ainsi 
en désignant par u la vitesse d'un point de la circonférence OA tournant autour 
de l'axe vertical MO, wtangi sera la vitesse d'un point de la circonférence CA, 
tournant autour de l'axe C. Les vitesses angulaires de la vis et de la roue, autour 

u wtangi 

de leurs axes, seront donc respectivement égales a — et . 

r R 

Au mouvement de rotation de la roue autour de l'axe C, nous pouvons 

substituer un mouvement de rotation autour d'un axe parallèle OY passant 

par le point O, de même sens et avec même vitesse angulaire, et un couple de 

rotations équivalent à un mouvement de translation dans le sens vertical, qui 

sera ici de haut en bas, avec une vitesse égale au produit de la distance CO par 

. u tang i u tang i 

la vitesse angulaire — — , c est-à-dire à (R + r) — — . 

R R 

Si maintenant nous réduisons la vis au repos, en superposant aux mouve- 
ments effectifs un mouvement commun de rotation autour de l'axe vertical de 

u 
la vis, avec une vitesse angulaire égale et de sens contraire à celle — que la vis [JMPA 1837:125] 

r 
possède, le mouvement de la roue se composera : 

1°. Du mouvement de translation de haut en bas, avec une vitesse égale à 
utangf 
(R + r) — - — ; 

2°. D'un mouvement de rotation autour de l'axe horizontal OY avec une 

vitesse angulaire , et dans lequel le corps tournera de l'axe OZ vers l'axe 

OX; 

3°. D'un mouvement de rotation autour de l'axe vertical OZ avec une vi- 

u 
tesse angulaire égale à —, dans lequel le corps tournera en sens contraire du 

r 
mouvement effectif de la vis, c'est-à-dire de OY vers OX. 

Cela posé, soit a, dans la projection verticale, la situation actuelle du point 
de contact du filet de la vis et d'une dent de la roue. Ce point est sur la verti- 
cale AT et se projette horizontalement en A. Menons la ligne aO, la ligne mn 
perpendiculaire à aO, contenue dans le plan, passant par l'axe de la vis et per- 
pendiculaire à l'axe de la roue, enfin la tangente AU, projection de la tangente 
en a à la circonférence que décrirait le point a s'il tournait autour de l'axe MOZ. 
Posons aO = z, l'angle aOA = a. 

La vitesse du point a due à la rotation autour de l'axe oY est dirigée suivant 

am, et égale à 

,_ u tang i u tang i 

aO x = x z. 

R R 

Elle a pour composante horizontale suivant ao' 

u tang i 

— — zs'ma, 

R 

pour composante verticale dirigée de bas en haut, suivant aT 

u tang i 

— — zcos a. 

R 
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La vitesse du point a due à la rotation autour de l'axe vertical OZ est égale à [JMPA 1837:126] 

u 

— x ad = u. Sa projection horizontale est suivant la tangente AU. 

r 

La vitesse verticale du point a de haut en bas due au mouvement de trans- 

lation est (R + r) . Ainsi, les composantes parallèles aux trois axes OX, 

R 
OY et OZ de la vitesse du point a sont : 

Suivant OX u — — — . z sin a, 

R 

Suivant OY u 

u 

Suivant OZ — tangi(R + r — zcosa). 

R 

Cette dernière composante est dirigée de haut en bas. La vitesse du point a, 
dans le mouvement relatif du filet de la vis et de la dent de la roue, est donc 

/ T £\ Yï 1 1 

udl+ -| [(R + r) 2 + z 2 -2(R + r)zcosa}. 

Si ds désigne l'arc infiniment petit que décrit, dans le mouvement effectif du 
système, pendant un instant dt, un point de la circonférence qui a pour rayon 
CA, on aura ds = u tang idt et 

I 9~- 

udtdl+ -| [(R+r) 2 + z 2 - 2(R+ rjzcosa] 

= \ 1 + ta "^ f(R + r) 2 + z 2 - 2(R + r)z cos a\ds 

tang i V R 2 

sera l'étendue du glissement du point a de la roue sur le filet de la vis corres- 
pondant à l'arc infiniment petit ds. 

Si nous désignons par p la pression mutuelle du filet de la vis et de la dent 
de la roue, 

TT) / t r\Y\Çf î 

- !J —\1+ 1— f(R + r) 2 + ^ 2 -2(R + r)zcosa]ds 

tangi V R 2 

sera l'expression du travail résistant dû au frottement, pour l'arc S dont tourne 
la circonférence CA, depuis le moment où le filet de la vis vient appuyer sur une [JMPA 1837:127] 
dent de la roue, jusqu'à ce qu'il cesse de la presser, ce qui arrive, quand le point 
de contact mutuel est sur la ligne CO. 
Il est d'ailleurs facile de voir que l'on a 

z cos a = r, z = r + s , 

on a, pour déterminer p, l'équation 

Q 

QR = pcosfxR, d'où p= , 

cosi 
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/-— / \l— 2~; + ^2 dS - 



est très grand, tandis que ^, est une petite fraction, quand la roue a 



en désignant par Q la résistance appliquée à la roue rapportée à l'extrémité du 
rayon CA, et négligeant, dans cette relation, l'effet du frottement, ce qui est 
permis, lorsque i est un petit angle. 

Effectuant ces substitutions et les réductions possibles, le travail du frotte- 
ment devient 

q r s rj_ 

/o V sm2 1 
On sait intégrer l'expression précédente, mais le résultat se présente sous une 
forme trop compliquée, pour être de quelque usage dans la pratique. D'ailleurs 
on peut remarquer que i est en général un petit angle, et que par conséquent 
1 

R 2 

s 2 
un grand nombre de dents, de telle sorte que — ~ est négligeable par rapport à 

R/ 

— 5—. On peut même, d'après un théorème donné par M. Poncelet, déterminer 

sin i 

dans chaque cas la limite de l'erreur commise. Supposons par exemple, que sin i 

soit égal à | ; supposons en même temps que le nombre des dents de la roue, 

S 2ir 
soit égal à 20. On aura 20S = 27rR: d'où — = — = 0.34 : ainsi le rapport 
B R 20 

SI 34 

de — à sera égal à — - — = 0.11. Comme S est la plus grande valeur de 

R sini 3 

s 1 

l'arc variable s, le rapport de — à sera constamment inférieur à 0.11 ; or, 

R sin i 

d'après le théorème cité de M. Poncelet, un radical de la forme y P 2 + Q 2 a 

pour expression linéaire approchée [JMPA 1837:128] 

tî ^ , n ■ ^ 
P cos — h O Sin 



1 ^_ <t> V 2 2 

1 + cos — 
2 

(f) désignant l'angle dont la tangente est égale à la valeur maximum que puisse 

Q „ , • 

avoir le rapport — . La limite de l'erreur commise, en substituant l'expression 

linéaire ci-dessus au radical, est exprimée par le radical multiplié par la fraction 

1 * 

1 — cos — 

2 



h cos- 

1 s 

Posant donc P = , Q = — , tang <f> = 0.11 : il vient pour la valeur de 

sin i R 



sin 2 i R 2 ' 

0,999 x + 0,055^-, 

sini R 

7 

et cette valeur est approchée à près. Substituant au radical la valeur 

10000 
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approchée sous le signe J, le travail résistant du frottement sera 

/Q /0.999S S 2 \ 

— — + 0.055— ; 
cos^ V smi 2ti/ 

la valeur moyenne de la force équivalente au frottement, rapportée à la circon- 
férence primitive de la roue, sera donc 

^(^ + 0,055^). 
cosi V sini 2R/ 

S 71" 

Si m désigne le nombre des dents de la roue, — = — , et cette expression 

2R m 
devient 

ÎQ /0.999 7T 

+ 0.055 — 



cos i v sin i m 

■n 999 

Si m = 20, on aura 0.055 — = 0.0086, tandis que sera égal à 3, en sup- [JMPA 1837:129] 

m sin i 

tï 0.999 

posant que sini = \. En négligeant donc 0.055 — par rapport à , l'erreur 

J m sin i 

commise sera moins de . On voit que, généralement, il sera permis d'adop- 
ter pour la valeur moyenne de la force équivalente au frottement, rapportée à la 
circonférence primitive de la roue, 

0,999/Q . /Q 2/Q 

ou simplement = — . 

sin i cos i sin i cos i sin 1i 

Lorsque l'inclinaison i de l'élément hélicoïdal, qui presse la dent de la roue 

Q 

est considérable, la valeur p = n'est pas suffisamment approchée. Il faut 

cos i 
alors, dans l'équation d'équilibre de la roue, tenir compte de la force produite 

par le frottement du filet et de la dent, ce qui donne 

Q x R = (pcosi — /j3sinz)R, 

d'où 

Q 

P= — 



os i — f sin i 

Q 

Cette valeur de p substituée à , dans les calculs précédents, donnera pour 

cosi 
l'expression de la résistance moyenne du frottement rapportée à la circonférence 

de la roue dont le rayon est R, 



cos i — f sin i \ sin i m 

a et T sont des coefficients numériques que l'on déterminera par le théorème de 
M. Poncelet. 
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NOTE 

Sur une manière simple de calculer la pression produite contre les 
parois d'un canal dans lequel se meut un fluide incompressible ; 

Par G. CORIOLIS. 



[JMPA 1837:130] 



Les sections d'un canal ou filet fluide variant assez peu pour qu'on puisse 
admettre le parallélisme des tranches, c'est-à-dire pour qu'on puisse supposer 
que les vitesses dans une même section sont parallèles à la tangente à la courbe 
qu'on prend pour axe, on peut dans cette hypothèse exprimer très simplement 
la pression totale supportée dans un certain sens par les parois qui forment le 
canal : il suffit pour cela de connaître seulement les intensités et les directions 
des vitesses dans les deux sections extrêmes qui terminent la masse fluide. 

Si X, Y, Z sont les composantes, dans le sens des trois axes coordonnés, des 
forces accélératrices auxquelles le fluide est soumis, on sait qu'en désignant par 
p le poids d'une tranche de fluide (les forces produites contre les parois par cette 
tranche étant représentées par E, F, G, dans le sens des axes coordonnés) on 
aura 



E 



9 v 


d 2 x\ 


g v 


d 2 y\ 
' dt 2 ) 1 


g v 


d 2 z\ 
' dt 2 )' 



G 



En prenant le poids du mètre cube d'eau pour unité et désignant par lu la 
section dans le filet faite perpendiculairement à son axe et par ds la différentielle 
de la longueur de cet axe, on a 



[JMPA 1837:131] 



P 



Lods. 



La somme des pressions produites sur les parois dans le sens de l'axe des x pour 
toute l'étendue du canal, entre les limites sq et S\ de la longueur de l'axe, étant 
désignée par E, on aura 



E 



Sl x^f 
g 



Sl Luds d 2 z 



Si l'on désigne par u la vitesse de la tranche cuds et par a l'angle que fait 
l'élément ds de l'axe du canal avec l'axe des x, on a, en vertu de ce que u est 
une fonction de t et de s, 



d 2 x d(ucosa) 
~dfi = dt 



d(ucosa) 

ds 
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Ainsi 



f Sl uids f Sl Lods d(u cos a) f Sl uds d(u cos a) 
E = / X- 



o / ' a dt I ' q ds 

cosa étant indépendant de t, on a 

t^ds d(wcosa) 1 du 1 à 

= — . ds cos a . w -r- = — dx.ui——. 

g dt g dt g dt 

En vertu de l'incompressibilité du fluide, luu est constant dans l'étendue du 
canal ; en désignant par uç, et loç, les valeurs de ces variables à l'origine du canal, 
il vient donc 

UJU = (jJqUq, 

et 

du duo 

Introduisant ces relations dans les formules ci-dessus pour intégrer dans toute 
l'étendue du canal et dénotant par les indices 1 et les valeurs des variables 
pour les deux extrémités du canal, on aura 

f Sl Lods ljq du UJ U 

E = / X . — - — . (xi — xq ) [m cos ai — uq cos «o . 

Js g g dt g 

Dans les applications, la force X ne sera que la composante de la gravité, de 
sorte qu'en désignant par P le poids total du fluide entre les extrémités du filet 
et par a l'angle que fait l'axe des x avec la verticale, on aura 

wo, ,du ujqUq lj uq 

E = F cosa (Xi — Xq) 1 cosao U\ cos ai, 

g dt g g 

Si le mouvement est permanent, c'est-à-dire si les vitesses ne varient pas avec le 

temps, on aura = 0, et E se réduira à 

dt 

E = rcosa H cosao «i cos ai. 

g g 

Ainsi l'effort total E ne dépend nullement de la forme du filet. 

Si l'on prend l'axe des x dans un sens perpendiculaire à la vitesse U\, c'est- 
à-dire si l'on veut la pression sur les parois dans un sens perpendiculaire à la 
vitesse de sortie, on aura cos ai = : il en résultera 

v p . w o"o ^o du 

E = Ecosa H cosao . . (X\ — Xo), 

g g dt 

et pour le cas de permanence 



E = P cos a H cos «o . 

g 
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[JMPA 1837:132] 



Ces formules ont été données par Euler et reproduites par M. Navier. On 
compliquait inutilement leur démonstration par l'introduction de la force cen- 
trifuge et de la force tangentielle. 

d 2 x 
On voit qu'il suffit de composer le terme ——r en ses deux dérivées partielles. 
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Sur la mesure de la surface convexe d'un prisme ou d'un cylindre [jmpa i837:i33] 

tronqué ; 

Par M. Paul BRETON, 

Elève ingénieur des Ponts-et-Chaussées. 



La surface convexe d'un prisme ou d'un cylindre terminé par deux plans non 
parallèles a pour mesure le produit de la longueur de la section droite par la 
parallèle aux arêtes qui passe par le centre de gravité du contour de cette section 
et se termine aux deux bases. 

En effet, soient Bi, B les deux bases, et concevons la surface prolongée 
jusqu'à la rencontre d'un plan perpendiculaire aux arêtes, lequel détermine la 
section B qui prend le nom de section droite. 

La surface qui s'étend de Bi à B se compose de trapèzes dont chacun a pour 
mesure le produit de celui de ses côtés qui fait partie de B par sa distance au 
milieu du côté qui lui correspond sur Hi ; cette surface a donc pour expression 
la somme des produits des côtés de B par les parallèles à une même direction 
menées des milieux de ces côtés à un même plan Bi ; et l'on démontre en Statique 
que cette somme de produits est égale au produit du contour de B par la parallèle 
à la même direction, menée de son centre de gravité au même plan Bi. On ferait 
voir de la même manière que la surface comprise entre B et B a pour mesure 
une expression semblable. La différence entre les surfaces que nous venons de 
mesurer, et qui est la surface proposée elle-même, est donc égale au produit du 
contour de la section droite par la longueur de la parallèle aux arêtes menée de 
son centre de gravité jusqu'aux deux bases. Ce qui est le théorème énoncé. 

REMARQUES. 

I. Si les plans des deux bases se coupaient dans l'intérieur du prisme, on n'ob- 
tiendrait par la proposition précédente que la différence des aires interceptées 
par les angles opposés de ces plans. Il faut pour en avoir la somme appliquer la 
proposition à chacune des portions séparément, en cherchant le centre de gravité 
de l'arc de section droite auquel elle correspond. 

IL Lorsque la section droite a un centre, toutes les autres sections en ont un 
aussi, et la parallèle aux arêtes menée par le centre de la section droite passe 
par les centres de gravité des deux bases ; dans le cas contraire, on ne peut 
plus affirmer que la parallèle aux arêtes menée du centre de gravité du contour 
de la section droite aux deux bases soit la distance des centres de gravité de 
leurs contours. Cela est facile à vérifier en prenant un prisme triangulaire pour 
exemple. 

III. La proposition qui fait le sujet de cet article est l'analogue d'une propo- 
sition connue et qui s'énonce ordinairement ainsi : 



[JMPA 1837:134] 
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Le volume d'un prisme ou d'un cylindre à bases planes non-parallèles, a pour 
mesure le produit de l'aire de l'une d'elles par la distance de celle-ci au centre 
de gravité de la surface de l'autre. 

L'analogie dont il s'agit devient parfaite en énonçant la proposition de la 
manière suivante : 

Le volume d'un prisme ou d'un cylindre terminé par deux plans non-paral- 
lèles, a pour mesure le produit de l'aire de la section droite par la parallèle aux 
arêtes qui passe par le centre de gravité de cette section et se termine aux deux 
bases. 
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IN U 1 CJ [JMPA 1837:135] 

Sur le développement de (1 — 2xz + z 2 )~z ; 
Par J. LIOUVILLE. 



Représentons par Xo + X\z + . . . + X„z" + ... le développement du radical 
(1 — 2xz+ z 2 )~2 ordonné suivant les puissances ascendantes de z : X n sera une 
fonction entière de x de degré n, et l'on a vu dans le cahier précédent que la 
valeur de cette fonction est 

X 1 g ; (^ ~ 1)" 

1 J " 1 . 2 . 3 . . . n . 2™ ' cfa; n 

A l'aide de la formule (1) on prouve sans peine que, si l'indice m est < n, on a 
(2) / X m X n dx = 0. 

Quand on fait m = n, il vient au contraire 



(3) / Xidx 



2n+ 1 



Mais on peut aussi établir les équations (2), (3) sans connaître l'expression 
analytique de X„. Pour y parvenir, Legendre considère l'intégrale 1 

1 dx 



2xz z 



2 



Vl — 2rxz + r 2 z 2 \ 1 

\ _j_ y z — y 

Si l'on fait 1 + r 2 z 2 - 2rxz = y 2 , ou x = , on aura, dit-il, la [JMPA 1837:136] 

2rz 
transformée 

dy 



2 J \/y 2 — 1 + r 2 + z" — /- :'- 



i i 7 — r y 

d'où résulte l'intégrale indéfinie 



P = C + \ log(-y + \Jy 2 - l + r 2 + z 2 -r 2 z 2 ). 

Les limites de x étant x = — 1, x = +1, celles de y sont y = 1 + rz, y = l — rz : 
on aura donc l'intégrale cherchée 

^ 1, /r — z— l + rz\ 1, /1 + z 
P = - log = - lo 



: \r + z — 1 — rz) z VI — z 

-z 2 + -z 4 + ...+ 

3 5 2n + 1 



P = 2 + -z 2 + -z 4 + . . . + z 2n + . 



1 Exercices de Calcul intégral, tome II, page 250. 
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quantité indépendante de r. 

Cette intégrale est celle de la différentielle 

9 

(z z 

1 + Xi- +X 2 -^ +etc. 

et puisque r disparaît entièrement du résultat, il faut qu'on ait généralement, 

m et n étant inégaux, / X m X n dx = 0. On voit en même temps que m et n 

étant égaux, on aura 

_1 2 

X 2 n dx=—— -, C.Q.F.D. 
_ 1 In + 1 

Maintenant je dis qu'en s'appuyant sur la formule (2), on obtient aisément 
l'expression générale de X„, d'où résulte une démonstration nouvelle de la for- 
mule (1). Cette démonstration que je vais exposer en peu de mots n'est pas 
indigne, ce me semble, de l'attention des géomètres. 

Pour fixer les idées cherchons par exemple X3. En faisant n = 3, puis suc- 
cessivement m = 0, m = l, m = 2 dans l'équation (2), on a 

fl r+l r + 1 

X X 3 dx = 0, / XiX 3 d:r = 0, / X 2 X 3 da; = 0, 
1 J-i J-i 

d'où l'on tire [JMPA 1837:137] 

H-l 



(4) f (A X + A 1 X 1 + A 2 X 2 )X 3 dx = 0, 



quels que soient les coefficients constants Ao, Ai, A 2 . Mais un polynôme y du 
second degré par rapport à x peut toujours être mis sous la forme A0X0 + 
A 1X1 + A 2 X 2 . En effet par une détermination convenable de la constante A2, 
rendons égaux les coefficients de x 2 dans y et dans A2X2 : dès-lors y — A2X2 ne 
sera plus que du premier degré par rapport à x\ : de même y — A2X2 — A1X1 se 
réduira à une simple constante A X si l'on attribue au coefficient Ai une valeur 
convenable. Finalement on aura donc y = A0X0 + A1X1 + A2X2, et l'équation 

(4) deviendra 

,+1 

(5) / yX 3 dx = 0. 



J-i 

En intégrant par parties trois fois de suite et se rappelant que d 3 y = 0, on trouve 

r d y r r d 2 y r r r 

yX 3 dx = y X 3 dx — — — / dx X 3 dx + ——r \ dx dx X 3 dx. 

Lorsqu'on fait x = 1, le résultat de l'intégration doit se réduire à zéro en vertu de 

l'équation (5), et comme les valeurs de y, ——, ——, r pour x = 1 sont arbitraires, 

dx dx 
cela exige que l'on ait séparément 

C f'X f'X f'X fX f'X 

X 3 dx = 0, dx X 3 dx = 0, / dx dx X 3 dx = 
1 J-i J-i J-i J-i J-i 
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pour x = 1. En d'autres termes si l'on pose 



dx I dx X%dx = 4>(x), 
1 J-i J-i 

il faut que l'on ait à la fois 

, N dè(x) d 2 è(x) 

Mx) = 0, — -^- = 0, ,\ ' = pour x = 1 : 

l'équation algébrique <j){x) = a donc une racine triple égale à 1 et son premier [JMPA 1837:138] 
membre doit être divisible par (x — l) 3 . D'un autre côté il est évident que l'on 

a aussi 

, , dd>(x) d 2 è(x) 

^ dx~^ = °' db^ = Q P ° Ur X= :-1 ' 

en sorte que 4>{x) est divisible par {x + l) 3 . Or X 3 étant du troisième degré en 
x, 4>{x) est du sixième degré par rapport à cette variable : il résulte de là que 
4>(x) ne peut être que de la forme 



(j>{x) ou l dx I dx I X 3 dx = H 3 . (x - l) 3 , 

ce qui donne 

d 3 . {x 2 - l) 3 



X, =H 



3 ■ 



dx 3 
H3 désignant une constante arbitraire. 

En appliquant à la fonction X„ un calcul semblable, on a 

d n .(x 2 -ir 



dx 11 

L'analyse précédente suppose seulement 1°. que X„ soit un polynôme entier 
de degré n, 2°. que l'équation (2) ait lieu pour toutes les valeurs de m < n. 
Il importe peu que les fonctions Xo, Xi,. . . proviennent du développement de 
(1 — 2xz + z 2 )~z . La considération de ce développement ne devient utile que 
quand on veut déterminer H„. 

En décomposant (x 2 — 1)™ en ses facteurs (x + 1)" . (x — l) n , il vient par une 
formule connue 



X„ — H r 



d n .{x 2 -l) n n d.{x+l) n d n - 1 (x-iy 
dx n 1 dx dx 1 






et, en faisant x = 1, il reste simplement, 

X„ = 1.2.3...n.2 n .H n . 

Or, pour ce = 1, le radical (1 — 2xz + z 2 ) _ 5 se réduisant à (1 — z)" 1 , c'est-à-dire [JMPA 1837:139] 
àl + z+z 2 + ..., ona X„ = 1 : par conséquent 

1 
H, 



1 . 2 . 3 . . . n . 2' 
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La valeur définitive de X„ est donc 

1 d n . (x 2 - l) n 

An = . . 

1 . 2 . 3 . . . n . 2" dx n 

ce qu'il fallait démontrer. 
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NOTE 

Sur un passage de la seconde partie de la Théorie des Fonctions 

analytiques ; 

Par M. POISSON. 



[JMPA 1837:140] 



En un point donné M sur une surface aussi donnée, le contact du second 
ordre avec une autre surface exige que celle-ci satisfasse à six conditions : il faut 
qu'en ce point, l'ordonnée z, ses deux dérivées z' et z t du premier ordre, ses 
trois dérivées du second ordre z" , z' n z„, soient égales pour les deux surfaces; 
la quantité z étant considérée comme une fonction des deux autres coordonnées 
x et y. Or l'équation générale de la sphère ne contenant que quatre constantes, 
savoir, son rayon et les trois coordonnées de son centre, elles ne suffisent pas 
pour satisfaire à ces six conditions ; en sorte qu'il n'existe pas en chaque point 
M d'une surface donnée, une sphère osculatrice, ou qui ait avec cette surface, 
un contact du second ordre ; au lieu qu'il y a toujours un cercle oscillateur, 
pour chaque point d'une courbe, à simple ou à double courbure. Après avoir 
fait cette remarque dans le chapitre VIII, Lagrange ajoute, dans le chapitre 
suivant, que si l'on trace une ligne quelconque sur la surface donnée, on pourra 
toujours déterminer en chaque point, une sphère osculatrice de cette ligne, ou 
de la surface suivant cette ligne : il entend par là une sphère tangente en M 
à la surface, et pour laquelle la dérivée seconde de l'ordonnée z soit la même 
que pour cette surface, mais seulement dans la direction de la ligne donnée. 
Cette ligne sera déterminée en prenant pour y une fonction de x, dont y' et y" 
désigneront les deux premières dérivées ; la seconde dérivée de z, qui devra être 
égale pour les deux surfaces, aura alors pour expression 

z" + 2z',y' + z„y" + z tl y' 2 + Z/ y"; 

et de cette égalité, jointe à la condition du plan tangent commun aux deux 
surfaces qui fournit trois équations, on déduira les valeurs du rayon et des trois 
coordonnées du centre de la sphère demandée. Dans tout ce chapitre IX, il n'est 
question que des sphères osculatrices, ainsi définies, et relatives aux différentes 
courbes que l'on peut tracer sur une même surface ; les mots rayon de courbure 
et centre de courbure, s'y rapportent à leurs rayons et à leurs centres, et non 
pas aux rayons et aux centres des cercles osculateurs de ces diverses lignes, qui 
se détermineraient par d'autres conditions exposées dans le chapitre VII, où 
l'auteur traite du contact des courbes entre elles. 

Cela posé, Lagrange détermine en un point quelconque M d'une surface 
donnée, les directions suivant lesquelles le rayon de courbure ou de la sphère 
osculatrice, est un maximum ou un minimum ; il trouve qu'il y en a deux, qui se 
coupent à angle droit, et dont l'une répond au maximum et l'autre au minimum ; 
et de là, il conclut que l'on peut tracer sur toute surface donnée, deux séries de 
lignes, telles que suivant les unes, la courbure de la surface, mesurée par celle de 



[JMPA 1837:141] 
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la sphère osculatrice, soit la plus grande en chaque point, et qu'elle soit la plus 

petite suivant les autres. Il cherche ensuite quelles sont les lignes qui jouissent de 

cette autre propriété, que les rayons des sphères osculatrices suivant la direction 

de chacune d'elles, soient tangentes à la ligne des centres de ces sphères ; il 

trouve pour ces lignes, celles-là même qu'il avait d'abord déterminées : d'où il 

suit, dit-il, que les lignes suivant lesquelles le rayon de courbure sera tangent 

de la courbe des centres, sont les mêmes que celles de la plus grande ou de la 

moindre courbure. D'après le sens que l'auteur attache à ces expressions, et qu'on 

vient de rappeler, il n'y a rien dans cette conclusion, qui ne soit parfaitement 

exact : cependant M. Jacobi a pensé qu'elle était erronée 1 ; mais la méprise de 

cet illustre géomètre vient de ce qu'il a supposé à la proposition, dont il s'agit, [JMPA 1837:142] 

un sens qu'elle n'a pas et que Lagrange n'a pas voulu lui donner. 

Plus loin, Lagrange dit encore : il n'y aura, sur une surface quelconque, que 
ces lignes qui puissent avoir (et qui aient effectivement suivant lui), une dé- 
veloppée formée par les rayons de courbure ; ce que M. Jacobi considère aussi 
comme une erreur. Mais il ne faut pas perdre de vue qu'il s'agit toujours des 
rayons des sphères osculatrices, normaux à la surface donnée, et non pas des 
rayons de courbure, proprement dits, des lignes dont on parle, qui seraient com- 
pris dans leurs plans osculateurs. Le mot développée est pris ici dans l'acception 
générale que Monge lui a donnée, et que Lagrange a indiquée à la fin du chapitre 
VII : dans ce sens, une développée d'une courbe plane ou à double courbure, est 
le lieu des intersections successives d'un système de normales à cette courbe ; 
chaque ligne donnée a alors une infinité de développées, qui sont toutes situées 
sur la surface développable, formée par les intersections successives de ses plans 
normaux ; mais ce n'est que dans le cas particulier d'une courbe plane, que ces 
développées comprennent le lieu des centres des cercles osculateurs, et dans tout 
autre cas, les rayons de ces cercles ne sont pas tangents à la ligne de leurs centres. 

Euler a déterminé le premier, les rayons de courbure des sections normales 
des surfaces. Il a fait voir que pour chaque point d'une surface proposée, les 
rayons de courbure de toutes les courbes résultantes de ces sections, sont liés 
entre eux par des formules qu'il a données, et qui montrent qu'on peut les 
déduire tous, soit de trois quelconques d'entre eux, soit de deux seulement, 
quand on prend pour ceux-ci, le plus grand et le plus petit rayon, appartenant à 
des sections perpendiculaires l'une à l'autre, dont il a déterminé les directions. 
C'est Meunier qui a montré ensuite comment les rayons de courbure déboutes 
les sections obliques, faites par une même tangente à la surface, se déduisent très 
simplement de celui de la section normale. D'un autre côté, Monge a considéré 
les courbes suivant lesquelles il faut marcher sur une surface donnée, pour que 
chaque normale à cette surface soit coupée par la normale infiniment voisine ; 
lesquelles courbes, qu'il a nommées lignes de courbure de la surface, sont au 
nombre de deux en chaque point, et se coupent à angle droit. Par la considération [JMPA 1837:143] 
des sphères osculatrices, Lagrange a rapproché ces deux théories différentes, et 
fait voir qu'en chaque point d'une surface, les sections normales de plus grande 
et de moindre courbure, qu'Euler a déterminées, sont tangentes aux lignes dont 



1 Voyez le dernier numéro du Journal de M. Crelle. 



115 



Monge a considéré les principales propriétés, auxquelles M. Ch. Dupin en a 
ajouté de nouvelles, dans ses Développements de géométrie. Il restait à examiner 
plus complètement qu'on ne l'avait fait auparavant, ce qui arrive aux points 
particuliers que Monge a nommés des Ombilics ; et c'est ce que je me suis proposé 
dans un mémoire sur la courbure des surfaces, qui fait partie du tome VIII du 
Journal de M. Crelle, et du XXI e cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. 

Les lignes de courbures de Monge n'ont pas, en général, leur plan osculateur 
en chaque point, perpendiculaire à la surface à laquelle elles appartiennent. 
Pour s'en assurer, il suffit de considérer les surfaces de révolution. Dans ce 
cas, les deux lignes de courbure sont planes; l'une est la courbe génératrice, et 
l'autre un cercle : le plan osculateur de la première est normal à la surface ; 
mais évidemment, celui du cercle ne l'est pas. C'est la ligne la plus courte d'un 
point à un autre sur une surface donnée, qui jouit, comme on sait, de la propriété 
d'avoir, en tous ses points, son plan osculateur normal à cette surface ; et comme 
le dit très bien M. Jacobi, une même courbe ne peut être, à la fois, une ligne 
de courbure et la ligne la plus courte entre deux points donnés, à moins qu'elle 
ne soit une courbe plane. Par inadvertance, j'ai énoncé, dans mon Traité de 
Mécanique 2 , cette proposition fausse, que si les deux points donnés se trouvent 
sur une même ligne de courbure, cette ligne sera la plus courte ; mais j'ai eu 
soin, dans mes cours, d'avertir de cette erreur qui m'est échappée. 

L'équation générale de la surface d'un ellipsoïde contient neuf coefficients 
constants ; si donc on donne un point M sur une surface aussi donnée, on pourra 
toujours déterminer une infinité d'ellipsoïdes qui aient en ce point, un contact 
du second ordre, avec cette surface : trois des neuf coefficients resteront indé- 
terminés ; mais ils ne suffiront pas pour élever ce contact au quatrième ordre, [JMPA 1837:144] 
c'est-à-dire, pour satisfaire aux quatre conditions que le quatrième ordre exige 
de plus que le troisième. Au point M, le plan tangent, les plans des sections 
normales de plus grande et de plus petite courbure, et les rayons de courbure 
de ces deux sections, seront communs aux deux surfaces. Si ce point est aussi 
donné sur l'ellipsoïde, que ce soit, par exemple, un de ses sommets ; on pourra 
réduire à 

2 2 9 

x y z 

h - — I = 1, 

a 2 b 2 c 2 

l'équation d'un ellipsoïde osculateur, en plaçant l'origine des coordonnées à son 
centre; prenant pour axe des z, la normale en M à la surface donnée, et les 
plans de ses sections de plus grande et de moindre courbure, pour ceux des x 
et z, et des y et z ; et désignant par a, b, c, les trois demi-axes de cet ellipsoïde, 
dont les deux premiers sont parallèles au plan tangent en M, et le troisième lui 
est perpendiculaire. Ses deux rayons de courbure principaux au point M, auront 

a 2 b 2 
pour valeur — et — ; en désignant par a et /3 ceux de la surface donnée en ce 

c c 

même point, on aura donc 

a = ac, b = (3c; 



2 Tome II, page 300. 
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ce qui fera connaître deux des trois demi-axes a, b, c, et laissera le troisième 
indéterminé. Par conséquent, en un même point M, une surface donnée a encore 
un nombre infini d'ellipsoïdes osculateurs, dont l'un des sommets est au point 
de contact ; et cela aura également lieu, lorsque la surface donnée sera elle-même 
un ellipsoïde, qui aura aussi le point M pour un de ses sommets. 

Aux deux équations précédentes, on en pourra joindre une troisième qui 
achèvera la détermination des trois quantités a, b, c. On pourra, par exemple, 
supposer qu'on ait c = b ; d'où il résultera b = (3 et a = y/a(3. L'ellipsoïde 
osculateur sera alors une surface de révolution dont l'axe de figure se trouvera 
parallèle au plan tangent en M : il ne pourrait être parallèle à la normale ou 
perpendiculaire à ce plan, à moins qu'on n'eût a = (3. Si l'on fait successivement 
c = a et c = b, il en résultera deux ellipsoïdes osculateurs, de révolution, mais 
différents l'un de l'autre ; et l'un sera aplati, tandis que l'autre sera allongé 3 On 
pourra aussi changer l'ellipsoïde osculateur en paraboloïde. Pour cela, si l'on 
transporte l'origine des coordonnées au point M, et qu'on mette, en conséquence, 
z — c au lieu de z, dans l'équation de l'ellipsoïde, on aura 



2 2 

2 /x y 

z 2 - 2cz + c{ h 



a (3 



0, 



en y substituant aussi pour a 2 et b 2 leurs valeurs ; en la résolvant par rapport à 
z, on en déduit 

1 / x 2 y* 



Z = c ± c\ 1 



c V a (3 7 ' 



et si l'on prend le radical avec le signe inférieur, qu'on le développe suivant les 
puissances descendantes de c, et qu'on fasse ensuite c = oo, il vient 

2 2 

X 2T 

a (3 

pour l'équation du paraboloïde osculateur. Mais, parmi toutes les conditions que 
l'on peut ajouter à celles du contact du second ordre, l'équation nécessaire pour 
un contact du troisième ordre suivant une direction déterminée, ne se trouve pas 
comprise ; car, dans tous les sens autour du point M, la fonction tierce de z, qui 
répond à x = et y = 0, est zéro pour l'ellipsoïde osculateur, et, en général, elle 
ne l'est pour la surface donnée, que selon une ou trois directions déterminées par 
une équation du troisième degré, que l'on formera sans difficulté. Cela établit 
une différence essentielle entre la sphère tangente et l'ellipsoïde osculateur : la 
sphère peut toujours être rendue osculatrice, suivant une direction choisie à 
volonté ; et le contact de l'ellipsoïde ne saurait être élevé à l'ordre supérieur, 



3 Peut-être devrait-on, dans la géodésie, prendre pour l'ellipsoïde osculatrice en chaque 
point de la Terre, un ellipsoïde de révolution aplati ; ce serait celui qui ressemblerait le plus 
en général, à la figure du globe, et qui la ferait le mieux connaître, si l'on déterminait par 
l'observation, en un grand nombre de lieux, les deux axes de cet ellipsoïde, et la direction 
de son équateur : ces données de l'observation, jointes aux longitudes et aux latitudes, aux 
longueurs du pendule à seconde et aux élévations au-dessus du niveau des mers, formeraient 
les éléments complets de la Géographie mathématique. 



[JMPA 1837:145] 



[JMPA 1837:146] 
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suivant aucune direction pour laquelle il n'est pas naturellement du troisième 
ordre. 



Note du rédacteur. 



La note de M. Jacobi, imprimée dans le Journal de M. Crelle, a pour titre : 
Nota de erroribus quibusdam geometricis, qui in Theoriâ functionum leguntur. 
Pour la commodité de nos lecteurs, nous la transcrirons ici tout entière. 

«Dcmonstravi in aliâ commentatione, praster curvas planas extare nullas, 
quarum radii osculi curvam centrorum curvaturas tangent, sive superficiem evo- 
lubilcm forment. Secùs putabat ill. Lagrange, qui in Theoriâ functionum (pag. 
229, etc., N° 35) conditionem analyticam exbibet, quas ad hoc locum habere de- 
beat, neque videt ter eam integratam in plani asquationem abire. Sed vir illustris 
mox adeo ipsas lineas dupliciter curvas assignat, quas illâ proprietate gaudeant, 
scilicet lineas curvaturas in data superficie : legimus enim, (pag. 248) : 

»D'où il suit que les lignes, suivant lesquelles le rayon de courbure sera tan- 
gent de la courbe des centres, sont les mêmes que celles de la plus grande ou de 
la moindre courbure ; 
»et mox, (pag. 245) : 

»Il n'y aura sur une surface quelconque que ces lignes (les lignes de courbure) 
qui puissent avoir une développée formée par les rayons de courbure. 

» Scilicet nescio quo factum est, ut vir illustris normales superficiel putaverit 
esse linearum curvaturas radios osculi. Sanè normales ad superficiem, in punctis 
lineae curvaturas ductae, formant superficiem evolubilem, sed eas non sunt lineas 
curvaturas radii osculi. Novimus enim radios osculi curvas, in superficie data 
descriptas, simul superficiel normales non nisi in lineis superficiel brevissimis 
esse. 

»Scquitur ex antecedentibus, in data superficie lineam curvaturas simul li- 
neam brevissimam esse non posse, nisi sit curva plana. Nam normales ad su- 
perficiem in punctis lineas curvaturas ductas formant superficiem evolubilem, 
idcôque, cùm in lineis brevissimis normales superficiel sint curvas radii osculi, 
radii osculi lineas curvaturas, quas simul linea brevissima est, superficiem evolu- 
bilem formant ; undè sequitur curvam esse planam. Nam in aliâ commentatione 
hujus diarii, t. XIV (zur Théorie der Curven), sicuti suprà adnotavi, demonstra- 
tum est, radios osculi formare superficiem evolubilem non nisi in curvis planis. 
Exemplum habemus in meridianis superficierum rotundarum, quas sunt curvas 
planas, simulque et linas brevissimas et lineas curvaturas.» 
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MÉMOIRE 

Sur les surfaces isothermes dans les corps solides homogènes en 
équilibre de température ; 

Par M. G. LAMÉ, 

Ingénieur des Mines, Professeur de Physique à l'Ecole Polytechnique 1 . 



[JMPA 1837:147] 



PREMIERE PARTIE. 
SI. 



Lorsqu'un corps solide homogène est en équilibre de température, sous l'in- 
fluence de sources constantes de chaleur et de froid, contre lesquelles sa surface 
est immédiatement appliquée, la température (V), constante avec le temps, mais 
variable d'un point à l'autre de ce corps, est, comme l'on sait, une fonction des 
coordonnées x, y, z, qui satisfait à l'équation aux différences partielles 



(1) 



d 2 V 

di 2 



d 2 V 
dy 2 



d 2 V 
~dz^ 



0. 



Il existe alors dans ce corps des surfaces où la température reste la même dans 

toute l'étendue de chacune d'elles. Ces surfaces d'égale température peuvent être 

conçues représentées par une même équation, contenant un paramètre variable [JMPA 1837:148] 

de l'une à l'autre, et de la forme 

F(x,y,z) = A; 

A étant ce paramètre, ou la fonction des coordonnées dont la valeur numérique 
est constamment la même pour tous les points d'une surface individuelle. 

Toute fonction F n'est pas propre à représenter des surfaces d'égale tem- 
pérature pour un de tous les cas d'équilibre calorifique imaginables ; elle doit 
satisfaire pour cela à une équation aux différences partielles qu'il est facile de 
trouver. 

Si cette fonction (F ou A) était connue, la température V devrait pouvoir 
être représentée par une équation de la forme 

v = <t>(\), 



x Ce Mémoire est extrait du tome V des Savans étrangers. Nous avons cru devoir le ré- 
imprimer ici, parce que le recueil dans lequel il se trouve est peu répandu et surtout parce 
que l'analyse ingénieuse dont l'auteur a fait usage ouvre une route nouvelle dans le calcul des 
équations différentielles partielles. 

(J. Liouville.) 
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puisque V et À seraient constants ensemble, variables ensemble, dans toute 
l'étendue du corps proposé. On aurait d'après cela 

dV _ dV dX d 2 V _ d 2 V /dX\ 2 dVd 2 \ 

dx d\ dx ' dx 2 d\ 2 \dxJ dX dx 2 ' 

dV _ dV dX d 2 V _d 2 Y/dX\ 2 dVd 2 X 

dy dX dy ' dy 2 dX 2 \dy J dX dy 2 ' 

dV_dVdX d 2 V_d 2 V/dX\ 2 dV d 2 X 

dz dX dz ' dz 2 dX 2 \dz J dX dz 2 ' 

et par suite l'équation (1) pourrait être mise sous la forme 

rf 2 Vr/dA\ 2 /dX\2 f dx \ 2 ] dV /d 2 X d 2 X d 2 X\ _ 
~dX 2 l\dx) + \ày) + \~dz~) \ + ~dX\dx^ + dy^ 2 + dz^ 2 ) ~ 

„ dV d 2 V 

Or, et — =- ne contenant d'autre variable que A, le quotient 

dX dX z 

(/d 2 X d 2 X d 2 X\ r/rfA\ 2 /dA\ 2 ( dx \ 2 ]\ 
\\^ + ^ + dz l2 ) : L\dx') + \dy~) + \dz')\y 

devrait jouir de la même propriété. Ainsi la fonction A doit satisfaire à une 
équation différentielle de la forme 

d 2 X d 2 X d 2 X , JfdX\2 fdX\ 2 /dA\2n 

(2) dx- 2 + dy^ + d^-^lU + U) + U) ]=°' 

(tp étant une fonction arbitraire de A), pour que l'équation (A = c) puisse repré- [JMPA 1837:149] 
senter un système de surfaces isothermes. 

En remplaçant ip(X) par — — , on aura 

<p(X) dX 

d 2 V d<f>(X)dV 

^ (A) dÂ2- + ^Â-rfÂ =0 ' 



d'où en intégrant deux fois 



A dX 



V = A / — — +A'. 

Si le corps proposé est limité par deux surfaces représentées par les équations 
X = a, X = a! , entretenues à des températures données T et T', on aura, pour 
déterminer les deux constantes A et A', les deux équations 

dx »/ rw » f a ' dx w 
A'. T' = A / -— +A\ 



d'où 



„ 0(A) ' J Xo <t>(\) 

T 



a dx r a dx 

A„ 4> An 
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et 



A'=T 



T'-T 



a dX 



a dx r a dx J\ 
Ao A,, <f> 



T'-T 



x dx r dx 



en sorte que l'équation 

(3) V = T + 

r a dx r a dx Wa„ <t> j\ 
Ao <f> Ao ^ 

donnera la température V, correspondante à une surface quelconque A. 

§11. 

On voit que dans le cas particulier d'une enveloppe solide, dont les parois 
intérieure et extérieure seraient entretenues à des températures constantes, mais 
différentes de l'une à l'autre, la loi des températures stationnaires serait connue, 
si l'on pouvait déterminer à priori l'équation générale des surfaces isothermes [JMPA 1837:150] 
qui correspondent à ce cas. 

Les surfaces des parois devant être deux d'entre elles, le problème consisterait 
à intégrer l'équation (2), et à déterminer les formes ou constantes arbitraires 
que contiendrait la fonction A, de manière que pour deux valeurs numériques 
données au paramètre c, l'équation X = c représentât successivement les surfaces 
des parois. Mais la solution analytique de ce problème serait généralement aussi 
difficile à trouver que celle qui consisterait à intégrer directement l'équation 
(1), et à déterminer les fonctions arbitraires de l'intégrale V, de manière qu'elle 
devînt numériquement égale à T ou à T' pour tous les points des parois de 
l'enveloppe. 

Les cas simples d'une sphère creuse et d'un cylindre creux indéfini à base 
circulaire, dans lesquels l'épaisseur de l'enveloppe solide serait partout la même, 
sont les seuls où la détermination préalable des surfaces isothermes n'offre au- 
cune difficulté. Pour tout autre cas, les parois, quoique toujours comprises parmi 
ces surfaces, doivent le plus souvent s'en distinguer par quelque propriété sin- 
gulière, et en quelque sorte ombilicale, qui n'appartienne pas à toutes les autres 
surfaces d'égale température de l'intérieur de l'enveloppe. 

Il ne suffirait pas, pour éloigner cette circonstance qui complique la recherche 
directe de l'équation générale de ces surfaces, que les parois appartinssent à 
la même famille, et que leurs équations, de même forme et du même degré, 
continssent le même nombre de paramètres ; car, dans ce cas, qui paraît beau- 
coup plus simple au premier abord que celui où les parois seraient dissemblables, 
on ne pourrait pas conclure, en général, que les surfaces d'égale température 
dussent être directement représentées par des équations de même forme et du 
même degré que celles des surfaces qui limitent l'enveloppe solide. Par exemple, 
dans un ellipsoïde creux, dont la paroi interne serait semblable à la surface ex- 
térieure, les surfaces isothermes ne seraient pas nécessairement des ellipsoïdes 
semblables aux parois, ni même des ellipsoïdes. [JMPA 1837:151] 
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§111. 

Les conditions nécessaires pour que la forme commune des équations des 
deux parois soit réellement celle qui appartient aux surfaces d'égale température, 
peuvent se déduire analytiquement de la vérification de l'équation (2). 

En prenant cette forme pour l'équation générale des surfaces cherchées, on re- 
gardera toutes les constantes qu'elle contient comme des fonctions inconnues du 
paramètre A ; on en déduira, par des différentiations convenables, les coefficients 
différentiels partiels de ce paramètre ; après les avoir substitués dans l'équation 
(2), on posera les relations nécessaires pour qu'elle soit satisfaite, quelles que 
soient les coordonnées ; si ces relations entre les variations des constantes arbi- 
traires ne sont pas incompatibles, leurs intégrations feront connaître comment le 
paramètre À doit entrer dans les constantes de la forme proposée, pour qu'elle 
puisse représenter les surfaces d'égale température ; enfin, il faudra que deux 
valeurs numériques données à ce paramètre puissent rendre l'équation générale 
successivement identique avec les équations des deux parois. 

Si cette vérification ne réussit pas, il faudra en conclure que, dans le cas 
considéré, les surfaces isothermes de l'intérieur de l'enveloppe doivent être ex- 
primées par une équation différente, et probablement plus compliquée que celle 
des parois ; et que ces dernières ne rentrent dans l'équation générale que par la 
disparition de certains termes, essentiels pour toute autre surface individuelle. 

§IV. 

J'appliquerai cette méthode au cas où l'enveloppe est limitée par deux sur- 
faces du second degré ayant même centre, leurs axes principaux étant de plus 
situés sur les mêmes droites. Leurs équations seront de la forme 

(4) mx + ny + pz = 1. 

Il s'agit de trouver comment les constantes m, n, p, doivent contenir À, pour [JMPA 1837:152] 
que l'équation (4) puisse représenter, par la variation successive de ce paramètre, 
toutes les surfaces d'égale température de l'intérieur de l'enveloppe proposée. 

On regardera donc m, n, p, comme des fonctions inconnues de A, ce qui 
donnera 

(I e ) i I 0\ (-t'A 

m x + n y + p z ) — = 0, 
dx 

. dm .. d 2 m 



d\ ' dX 2 ' ' 

2mx + 4m' x— + (m"x 2 + n"y 2 + p" z 2 ) ( — ) 
dx \dxJ 

d 2 X 
+ (m'x 2 + n'y 2 +p'z 2 )—r = 0, etc. 
dx z 
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par 


su 


ite 


( dX \ 2 
(éc) + 


(-Y 

\dy) 


d 2 X 
dx 2 


+ 


d 2 } 
dy 2 


, d 2 \ _ 
dz 2 










m + n + p 
\rr 



d\\ 2 m 2 x 2 + n 2 y 2 + p 2 z 2 

dz J (m' x 2 + n' y 2 + p' z 2 ) 2 



(m'x 2 + n'y 2 + p'z 2 ) — 2(mm'x 2 + nn'y 2 + pp'z 2 ) 



(ml x 2 + n'y 2 + p'z 2 ) 2 
(m 2 x 2 + n 2 y 2 + p 2 z 2 )(m"x 2 + n" y 2 + p" z 2 ) 



3 



(m'x 2 + n'y 2 + p'z 2 ) 

L'équation (2) devient alors, en faisant tp = — , et en posant, pour simplifier, 

m + n + p 

= 1j '. 

2 

{(j)[(L - 2m)m' 2 + m" m 2 ] + m 2 m'<i)'}x i 

+ {(f>[(L - 2n) n' 2 + n"n 2 ] + n 2 n'<f>' }/ 

+ M(L - 2p) p' 2 + p"p 2 } + p 2 p'^' }z 4 
+ {</>[2(L — m — n)m'n + m"n +n"m } + (m n'+n m')<fi'}x y 
+ {4>[2(L -n-p) n'p' + n" p 2 + p"n 2 } + (n 2 p' + p 2 n')<p'}y 2 z 2 
+ {<f>[2(L-p- m)p'm' +p"m 2 + m"p 2 } + (p 2 m! + m 2 p')<p'}z 2 x 2 = 0. 

Cette dernière équation devant être satisfaite quelles que soient les valeurs [JMPA 1837:153] 
des coordonnées, on devra avoir les six relations 

4>[(L-2m)m' 2 + m" m 2 ] + m 2 m'<f>' = 0, 

<p[(L- 2n)n' 2 + n" n 2 ] + n 2 n'(f>' = 0, 

4>[(L- 2p)p' 2 + p"p 2 } + p 2 p'4>' = 0, 
0[2(L — m — n)m'n' + m"n + n" m } + (m n' + n m')(f)' = 0, 
cf>[2(L -n-p) n'p' + n" p 2 + p" n 2 ] + (n 2 p' + p 2 n' )(f>' = 0, 
</>[2(L — p — m)p'm! + p" m 2 + m" p 2 ] + (p 2 m! + m 2 p')<j)' = 0, 
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Ou bien, en posant m = — , n = -, p = - 

abc 



(jyha = a (j) + a <f> , 

4>Lb' 2 = b"(f> + b'(j>', 

(f>Lc' 2 = c" (f> + c' (j)' , 

'a' b^ 



J i U'\J.' 



foha'b' + 2(o' - b') (---)]= (a" + #')</> + (a' + b' 

4>[2U'c' + 2(6' - c') (y - -)] = (&" + c")0 + (&' + c'y, 

c^LcV + 2(c' - a') (---)] = (c" + a")</> + (c' + a')<f>' . 

<t>' 
Les trois premières donnent, par l'élimination de —, les relations 



L(o' 




6" 


L(6' 




c" 
~ "7 


L(c' 


c" 


a" 
~ 'a 7 



en outre, si l'on retranche chacune des trois dernières d'un couple convenable 
des premières, <fi' et (f> se trouvent encore éliminés, et l'on a 

'a' b'- 



L(a'-6') 2 = 2(a'-6')(^-^): 
L(6'-c') 2 =2(6'- C ')(^-^), 



'6' c^ 
6 c . 

L(c' - a') 2 = 2(c' - a')(- - -) . 
V c a / 

[JMPA 1837:154] 

Or, il est aisé de voir que les six dernières relations ne peuvent admettre 

d'autre solution que celle indiquée par les équations 

a ' = b ' = c ' 7 d ' où a » = b » = c >\ 

Tout autre système de valeurs conduirait à des expressions indépendantes de À 
pour m, n, p. 

Ainsi, les constantes a, b, c, ou — , — , -, doivent être égales à une même 

m n p 

fonction quelconque de A, augmentée ou diminuée de constantes différentes. On 
aura donc les valeurs les plus générales de m, n, p, en posant 

1 1 _ 1 

m "Â^' n -Â^~^' P "Â^^' 

où 6 et c sont deux lignes déterminées et constantes. On peut supposer, sans 
troubler cette généralité, que la constante c soit plus grande que b. 
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§v. 

Mais l'équation (4) représentant des surfaces très différentes, suivant que À 
sera plus grand que b et c, plus grand que b mais plus petit que c, ou à la fois 
plus petit que c et b, il convient de séparer ces trois cas différents. Désignons 
par fi, is, p, les valeurs de A qui leur correspondent : on aura les équations 



(5) 



2 2 2 

x z y z z z 




1 1 


= 1, 


p 2 p 2 — b 2 p 2 — c 2 


2 2 2 

x y z 




1 


= 1, 


v 2 v 2 — b 2 c 2 — v 2 


2 2 2 

X y z z z 






= 1, 


p 2 b 2 — p 2 c 2 — p 2 



pour représenter trois systèmes de surfaces isothermes compris sous la forme 
générale (4). 

Toutes les surfaces de chaque système, et même celles des trois systèmes 
réunis, ont pour éléments constants de l'une à l'autre, les distances focales 25, 2c, [JMPA 1837:155] 
2\/c 2 — b 2 , de leurs sections principales faites par les mêmes plans coordonnés. 

Ainsi, lorsqu'on entretient à des températures constantes les parois d'une 
enveloppe solide, terminée par des ellipsoïdes, dont les sections principales ont 
les mêmes foyers, les surfaces d'égale température, dans l'intérieur de cette en- 
veloppe, sont encore des ellipsoïdes ayant les mêmes foyers que les précédents. 

Si l'enveloppe a pour limite deux hyperboloïdes à une nappe indéfinie, de 
mêmes foyers, ses surfaces isothermes seront encore des hyperboloïdes de même 
espèce et assujettis à la même condition. 

Enfin, si les parois indéfinies de l'enveloppe sont les moitiés de deux hyper- 
boloïdes à deux nappes ayant mêmes foyers, ses surfaces d'égale température 
seront toutes des moitiés d'hyperboloïdes de la même famille. 

On peut vérifier, comme on le verra plus bas, que dans chacun de ces trois 
cas les parties homologues des surfaces isothermes du même système sont ef- 
fectivement traversées par la même quantité de chaleur dans le même temps. 
Mais avant d'entreprendre cette vérification, il convient d'étudier de plus près 
le système des trois équations (5). 

§VI. 

Si l'on imagine sur l'axe des x, quatre points B, B', C, C, distants du centre 
ou de l'origine O, de quantités OB = OB' = b, OC = OC = c, les points B et 
B' seront les foyers de toutes les courbes du second degré, traces sur le plan des 
x y, de toutes les surfaces représentées par les équations (5) ; et les traces de ces 
mêmes surfaces sur le plan des x z, auront toutes pour foyers les points C et C. 
J'appelle les points B, B', C, C, les foyers des surfaces du second degré à axes 
inégaux, représentées par les équations (5). Ces foyers étant donnés, ainsi que 
le paramètre p, v, ou p, de l'une de ces surfaces, elle est entièrement connue de 
forme et de grandeur. 
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Un point quelconque de l'espace, correspondant aux coordonnées orthogo- 
nales x, y, z, sera situé sur trois surfaces appartenant respectivement aux trois 
systèmes (5), et ayant pour paramètres les valeurs de p, v, p, que l'on déduirait [JMPA 1837:156] 
des équations (5), en fonction de x, y, z. 

Il suit de là que l'on peut regarder les trois paramètres variables p, v, p, 
comme composant un nouveau genre de coordonnées. Un point de l'espace est 
alors donné par l'intersection d'un ellipsoïde et de deux hyperboloïdes, l'un à 
une nappe, et l'autre à deux nappes, ayant tous trois les mêmes foyers, B, B', 
C, C. 

Je donnerai aux trois variables p, v, p, le nom de coordonnées elliptiques ; 
et j'appellerai surfaces homofocales toutes celles qui sont représentées par les 
équations (5). 

Les trois coordonnées orthogonales x, y, z, sont liées aux coordonnées ellip- 
tiques, p, v, p, par l'équation (5), ou par les suivantes, que l'on obtient par des 
éliminations convenables : 

bc . x 



(6) 



pvp, 



b\f c 2 — b 2 . y = v /i 2 — b 2 \J v 2 — b 2 \]b 2 — p 2 , 



c\j c 2 



b 2 .. 



VJ^ 



c 2 \/c 2 



■yc 2 



Ces formules démontrent que si l'on imagine, en un point quelconque de 
l'espace, les trois surfaces homofocales qui y passent, chacune des coordonnées 
orthogonales de ce point sera égale au produit des trois demi-axes de ces surfaces 
qui ont la même direction qu'elle, divisé par le rectangle des deux demi-distances 
focales correspondantes à toutes les sections principales de ces mêmes surfaces, 
dont les plans sont parallèles à cette coordonnée. 

§VII. 

Les plans tangents aux trois surfaces (5), au même point (x, y, z) ou (p, v, p), 
ont pour équations 

xx' t yy' zz' 

1, 

p 2 b 2 — p 2 c 2 — p 2 
ces trois plans sont perpendiculaires entre eux, car les valeurs de x, y, z, données [JMPA 1837:157] 
en p, v, p, par les équations (6) conduisent aux identités 



P 2 


1 p 2 -b 2 


p 2 — c 2 


xx' 


yy' 

v 2 -b 2 


zz' 


V 2 


c 2 — V 2 


xx' 


yy' 


zz' 



p 2 v 2 (p 2 - 

o 
X 


-b 2 ){y 2 - 

y 2 


- b 2 ) {p 2 - 


-c 2 )(c 2 - 
z 2 


- V 2 ) 

n 


v 2 p 2 (y 2 
x 2 


-b 2 ){b 2 - 
y 2 


- p 2 ) (c 2 - 


- v 2 ){c 2 - 

z 2 


- P 2 ) 

n 


p 2 p 2 (b 2 - 


-p 2 ){p 2 - 


- b 2 ) {c 2 - 


-P 2 )(P 2 - 


2\ U ' 

- c 2 ) 
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relations qui expriment que les cosinus des angles de ces plans sont nuls. 

Ainsi, une surface quelconque de l'un des systèmes (5) coupe normalement 
toutes les surfaces des deux autres systèmes. 

§ VIII. 

Considérons particulièrement un des ellipsoïdes au paramètre p, représenté 
par la première des équations (5). En un quelconque de ses points passent deux 
hyperboloïdes, l'un à une nappe et l'autre à deux nappes, ayant les mêmes foyers 
que cet ellipsoïde, qui sont perpendiculaires à sa surface, et qui se coupent 
conséquemment suivant une courbe à double courbure normale à l'ellipsoïde 
proposé. Soit M' un point de cette intersection voisin de M, et situé sur un 
second ellipsoïde infiniment voisin du premier et ayant pour paramètre p + ôp ; 
soit MM' = ôs, et représentons par ôx, ôy, ôz, les projections de cet élément 
linéaire sur les trois axes. Il est évident qu'en passant de M à M', v et p restent 
constants ; p est donc la seule coordonnée elliptique qui varie. D'après cela les 
équations (6) donneront 

bcôx = vpôp, 



b\/c 2 — b 2 . Sy 



c\l c 2 — b 2 . ôz 

' /2 



p\[ï> 


2 -b 2 sJb 2 - 


-p 2 




Vp 2 - b 2 




\x\/c 


2 - */yc 2 - 


-p 2 



y/p 

On en conclura facilement l'expression de l'élément linéaire 

MM' = ôs = \J ôx 2 + ôy 2 + ôz 2 ; on trouve ainsi, toute réduction faite, [JMPA 1837:158] 

-Jp 2 - v Va* 2 - P 2 x 

ôs = dp. 

\/ p 2 — b 2 \J p 2 — c 2 

Pareillement, si l'on désigne par ôs' l'élément de la courbe d'intersection de 
l'ellipsoïde et de l'hyperboloïde à deux nappes aux mêmes foyers, qui passent 
en un même point, on aura 

, \Jp 2 -v 2 \Jv 2 - p 2 
ôs = — ôv. 

\jv 2 — b 2 \/c 2 — v 2 

Enfin, si ôs" est l'élément de la courbe d'intersection de l'hyperboloïde à 
une nappe et de l'ellipsoïde homofocaux correspondants à un même point de 
l'espace, on aura 

c „ \JP 2 - P 2 \/v 2 - P 2 , 

ôs = . dp. 

\Jb 2 — p 2 \J c 2 — p 2 

Si donc s, s', s", représentent les longueurs finies variables des courbes d'in- 
tersection aux éléments ôs, ôs', ôs", s variant avec p seulement, s' avec v, s" 
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avec p, on aura pour déterminer ces trois fonctions les trois intégrales suivantes : 



(7) 



VT^ 



v 2 y r Jl? 



v V - & 2 vV 2 - C' 



rôfj,, 



v \[W __ 

b vu 2 — ^Vc 2 



F V^ 



-ou, 



P \/ P? ~ P 2 \J v 2 ~ P 



p 2 \p? 



8p. 



IX. 



Toutes les courbes s' , s" , suivant lesquelles un même ellipsoïde est coupé par 
tous les hyperboloïdes ayant mêmes foyers que lui, ne sont autres que les lignes 
de courbure de sa surface. Il s'agit ici de vérifier ce théorème important : les 
équations de la normale à l'ellipsoïde, au point (x,y,z), sont 

p?z{x' — x) = (p 2 — c 2 )x(z' — z), 
p 2 y{x' -x) = {p 2 - b 2 )y{y' - y), 

si cette droite est rencontrée en [x 1 ,y' , z'), par la normale infiniment voisine, 
correspondante au point (x + dx, y + dy, z + dz), on devra avoir 

p (zdx — xdz)x' + c x dz = 0, 
p (ydx — xdy)x' + b x dy = 0; 

car ces dernières équations s'obtiennent en combinant les équations de la nor- 
male, avec celles qu'on en déduit par la différentiation de x, y, z. L'élimination 
de l'abscisse x' du point de concours supposé des deux normales voisines conduit 

à la relation 

' zdx — xdz \ 2 / ydx — xdy s 



dz 



dy 



ou 

(8) 



H.i 



x 
dx 



y_ 

dy 



-), 

dx/ ' 



à laquelle doivent satisfaire les différentielles dx, dy, dz, pour que les normales 
voisines soient dans le même plan. Cette relation, combinée avec l'équation 
différentielle de l'ellipsoïde, représente, comme on le sait, les lignes de courbure 
de sa surface. 

Maintenant, lorsqu'on chemine sur une des courbes s' , p et p conservent les 
mêmes valeurs, et u varie seul ; alors on a par les équations (6) 

dz u 

z u A — c z 



dx 


du 




dy 


x 


u 


? 


y 


dx 


dy 


dz 





6 2 ' 



or ces valeurs de — , —, — , rendent identique l'équation (8) ; les courbes s' 

x y z 

forment donc un des systèmes de lignes de courbure de l'ellipsoïde. 



[JMPA 1837:159] 
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Pareillement lorsqu'on suit une même courbe s", /i et v restent constants, 
et p varie seul; les équations (6) donnent alors [JMPA 1837:160] 

dx dp dy p dz p 



x p y p 2 — 6 2 ' z p 2 — c 2 ' 

expressions qui rendent encore identique l'équation (8) ; les courbes s" forment 
donc le second système de lignes de courbure de l'ellipsoïde. 

On peut énoncer ces propriétés d'une manière plus générale, en disant que 
toutes les surfaces homofocales de deux quelconques des trois systèmes (5) ren- 
contrent normalement une surface courbe quelconque du troisième système, et 
tracent sur elle toutes ses lignes de courbure. 

§X. 

Revenons maintenant à la question physique, et cherchons quelle sera la 
loi des températures stationnaires d'une enveloppe solide dans laquelle les sur- 
faces d'égale température seront représentées par l'une des trois équations (5). 
Considérons d'abord le cas où ces surfaces sont des ellipsoïdes. Il faut d'abord 
trouver la valeur de la fonction tp(X), qui rend identique l'équation (2). Si l'on 
pose dans l'équation (4), et dans les relations que nous en avons déduites par la 
differentiation 





1 


1 1 




A = fi, m= — , 
p 2 






p? — b 2 ' p 2 — c 2 ' 


on trouve 








2 
m = 5-, n = - 


2/i , 2/i 




{p 2 -b 2 ) 27 P {p 2 -c 2 ) 2 




2 1 , 

m = m , 

2/i ' 


2 1/2 1 1 

n = n, p = n, 

2/i ' y 2p' 


et par suite 








(L - 2m W 2 


, ,, 2 ,2f n + P\ 

+ m m = m , 



2 
( L -2n)n' 2 + n" n 2 = n' 2 (^±^Y 

(L-2p)p'> +P " P 2 = P ' 2 (^±P), 

2(L — m — n)m'n' + m" n + n" p = 2m! n' \ 

2(L- n-p) n'p' + n"p 2 + p"n 2 = 2rip'{™-^- 
2(L — p — m)p'm' + p"m -Y m" p =2p'm'i 



[JMPA 1837:161] 
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d'où l'on conclut 

'd\\ 2 ,d\\ 2 /d\\ 2 1 



\dxJ \dy/ \dz) / x 2 y 2 



>A ,4 (^2_ 6 2)2 ( M 2_ c 2) 

tf 2 A d 2 X d 2 \ i 1 1 \ 1 



cfe 2 dy 2 <i;z 2 \p? — b 2 fi 2 — c 2 ) / x 2 y 2 

/Ml 



,n 4 ifi 2 -b 2 ) 2 {^ 2 -c 2 y 

ce qui donne, pour ^>(A) ou ip(/j,) : 

fi M 



V-(m) 



fi 2 — b 2 \i 2 — c 2 



La fonction ip étant connue, on en déduira la fonction cf> en intégrant l'équa- 
tion 

1 # = , = M /f 

</> d/U /i 2 — 6 2 fi 2 — c 2 ' 

ce qui donne 

0(/i) = v/i 2 - 6 2 V V 2 - c 2 . 

La température V sera enfin donnée, soit par l'équation différentielle 
(9) ^ ^T^2^-T—i = A) 

soit par l'équation intégrale 

On trouvera aussi que pour le second des trois systèmes de surfaces d'égale [JMPA 1837:162] 
température représentées par les équations (5), on a 



b 2 



4>{y) = v v 2 — b 2 \/c 2 — v 2 , 

(9L — \]v 2 -b 2 \]ë-v 2 =k, 

dv 

Jb \/v 2 — b 2 Vc 2 — v 2 

Enfin, dans le cas où l'enveloppe solide aurait pour surfaces d'égale tempéra- 
ture les hyperboloïdes à deux nappes représentés par la troisième des équations 
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b 2 - 


- p 2 c 2 


-p 2 


) = VW 


— p 2 \J c 2 - 


~P 2 , 


Jb 2 - p 1 

f 


' \J c 2 — p 2 
dp 


= A 


y/W- 


- p 2 \J c 2 - 


P 2 



(5), on aura 

4>(p) 

dV 

(9)2 T P 

Jq \Jb 2 — p 2 \J 'c 2 — p 2 

Ainsi la température stationnaire, et variable d'un point à l'autre, dans les 
trois genres d'enveloppe dont les surfaces isothermes sont du second degré et 
homofocales, est exprimée par une transcendante elliptique de la première es- 
pèce ; et les trois variétés de cette transcendante correspondent respectivement 
aux trois cas que nous avons considérés. 

§XI. 

Nous pouvons maintenant vérifier que dans chacun de ces cas toutes les 
surfaces isothermes sont traversées par la même quantité de chaleur dans le 
même temps, lorsque la température varie de l'une à l'autre, suivant les lois qui 
viennent d'être trouvées. 

Considérons d'abord l'enveloppe ellipsoïdale. La quantité de chaleur qui tra- 
verse l'élément de volume compris entre deux ellipsoïdes infiniment voisins, 
ayant pour paramètres p et p + dp, et les courbes s, correspondantes aux dif- 
férents points du périmètre d'un élément du> 2 , de la surface de l'ellipsoïde (p), [JMPA 1837:163] 
aura évidemment pour expression 

dVSp 2 
K — — - du ; 
dp as 

K étant le coefficient de la conductibilité intérieure, de la matière dont l'enve- 
loppe est composée. 

Il s'agit d'intégrer cette expression pour toute la surface de l'ellipsoïde p ; or, 
cette intégration peut se faire de deux manières : en exprimant l'élément du 2 
en coordonnées orthogonales, ou en coordonnées elliptiques. 

En employant les coordonnées orthogonales, on remarquera d'abord que 5s 
est égal à la partie de la normale à l'ellipsoïde (p) comprise entre les deux 
ellipsoïdes qui limitent la couche considérée, en sorte que si âx, ôy, ôz, sont les 
projections de ôs sur les axes, on a 

z x x x y x x x 



p 2 — c 2 p 2 p 2 — b 2 p 2 



Ss = — Sx 



p 2 x 2 y 2 



p 4 {p 2 -b 2 ) 2 {p 2 -c 2 Y 
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ôxS/j, 
ou, en remarquant que — = — , comme l'indiquent les équations (6), puisque 
x p 

sur la courbe s, v et p restent constants 



5s = N^ + i^f + tflfySH 



ce qui donnera 



6fJ: 

6s / ,.2 y 2 



p 4 {p 2 -b 2 ) 2 {p 2 -C 2 ) 2 

Quant à l'élément de surface dui 2 , sa valeur est 



du 2 = dxdy\ ' 



p 4 (p 2 -b 2 ) 2 (/i 2 -c 2 ) 2 ' 
on peut donc poser [JMPA 1837:164] 

dV ôp 2 dV p 2 — c 2 dxdy 

K———dui = K- . 

dp os dp p z 

Ou bien, en remarquant que l'équation de l'ellipsoïde donne 



x 2 y 2 



^p 2 " c 2 V ^ V 2 -b 2 ' 

on aura 

^ r dV 6u o T ^ dV \l p 2 — c 2 dxdy 

K-——duj = K- 

«A* ° s dp p j 2 2 

1 



/i 2 a* 2 — b 2 

L'intégration de cette expression, par rapport à y, conduit à l'intégrale in- 
définie 

y 



K arc sm — :^=^=- + const. dx, 

dp // V / _x^_ ) 



qui doit être prise de 

y 



^p 2 - b 2 V ^ 2 / \^p 2 -b 2 + V M 2 
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ce qui donne 



dV y^3^2 y ^3^2 

7rK— dx. 

du p 



Enfin l'intégration par rapport à x, de [x = — p) à (x = +/u), donne défini- 
tivement, en doublant le résultat, pour la quantité de chaleur cherchée 



.dV 



4 7 rK^-vy-& 2 V / M r 



ou, en vertu de l'équation (9), 

4ttKA. 

Cette quantité de chaleur est donc constante, quel que soit p, ou quelle que soit 

la couche ellipsoïdale considérée. [JMPA 1837:165] 

§XII. 

En employant les coordonnées elliptiques, on substituera à l'élément dus 2 , le 
rectangle 5s'5s" , et l'on aura [équations (7)], 



2 _ r,2 



du 5s dp ^ Vc 2 - i/V6 2 - v 2 \fb 2 - p 2 -/c 

Cette expression devra être intégrée de v = b à v = c, de p = à p = b, et 
ensuite multipliée par 8, pour avoir la quantité de chaleur cherchée, qui sera, en 
vertu de l'équation (9) , 

8KA f b r v-?)ôvôp 



o Jb v v 2 — b 2 \fc 2 — v 2 \Jb 2 — p 2 \J c 2 — p 2 

Sous cette forme cette quantité totale de chaleur est encore indépendante de p, 
ou de la couche ellipsoïdale considérée. 
Son expression différentielle 

KA (^ 2 " P 2 )5vôp 



2 _ „2 



yV 2 — b 2 \/c 2 — v 2 \Jb 2 — p 2 \/c 

est elle-même indépendante de p,. Ainsi, si l'on considère à travers l'enveloppe 
proposée, un canal infiniment délié, ayant pour axe une courbe s, et pour sec- 
tion normale le rectangle ôs'ôs" , dont la grandeur varie avec p, ou d'une couche 
ellipsoïdale à la suivante, ce canal laissera écouler une même quantité de cha- 
leur dans le même temps, par toutes ses sections normales ; et ses parois, qui 
appartiennent à quatre hyperboloïdes aux mêmes foyers, infiniment voisins deux 
à deux, ne seront traversés par aucune molécule calorifique. Sous ce point de 
vue, on peut appeler ce canal un filet de chaleur, et la différentielle qui précède 
donne la dépense de ce filet pendant l'unité de temps. 
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§ XIII. 

Soit toujours du) 2 un élément de la surface de l'ellipsoïde (p) ; la quantité 

(AQ) qui le traverse sera égale à la dépense du filet de section ôs'Ss" , multipliée [JMPA 1837:166] 

du) 2 
par le rapport ; elle est donc, d'après les équations (7), égale à 

os os" 

KAdu) 2 
AQ 



y V 2 - v 2 \j 'fi 2 - p 2 

Si l'élément du) 2 , conservant toujours la même grandeur, est successivement 
placé aux extrémités des trois axes de l'ellipsoïde (p), l'expression précédente 
prendra les trois formes suivantes : 

1°. A une des extrémités du grand axe 2p, où x = p, y = 0, z = 0, et v = c, 
p = b, elle devient 

A'Q- - K "f : 

y p 2 — c 2 \J p 2 — b 2 

2°. A l'extrémité de l'axe moyen, où x = 0, y = \/p 2 — b 2 , z = 0, et v = c, 
p = 0, 

A»Q KW 



MV 7 ^ 2 - c 2 



3°. Enfin à l'extrémité du petit axe, où x = 0, y = 0, z = y /i 2 — c 2 , et ^ = 6, 
p = 0, 

A'"Q= J^L. 
M\/^ 2 - fe2 
On déduit de là 

A'Q : A"Q : A'"Q :: p : ^ p 2 - b 2 : ^ p 2 - c 2 , 

c'est-à-dire que les flux de chaleur aux extrémités des axes d'une même sur- 
face ellipsoïdale d'égale température ont des intensités respectivement propor- 
tionnelles à ces axes. 

§XIV. 

En égalant les deux expressions trouvées pour la quantité totale de chaleur 
qui traverse une surface ellipsoïdale quelconque d'égale température, on obtient 

6 f c {v 2 - p 2 )dvdp _ n 

o Jb Vv 2 — b 2 Vc 2 — v 2 \Jb 2 — p 2 \/ c 2 — p 2 2 



ou 



dp f c v 2 dv 



o \Jb 2 — p 2 y ' c 2 — p 2 Jb ^Jv 2 — b 2 y/c 2 — v 2 

p 2 dp f c dv tï 



o \Jb 2 — p 2 y 'c 2 — p 2 Jb \Zv 2 — b 2 Vc 2 — v 2 2 
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[JMPA 1837:167] 



ou bien encore 


dp 




dv 




b 


r° Vz/ 2 - b 2 , 




Jo ^b 2 - 


- p 2 \Jc 2 - 


- p 2 Jb Vc 2 — V 2 






, r^ 2 -p\^r 


■n 




Jo \Jc 2 — p 2 Jb Vv 2 - 


- b 2 Vc 2 — v 2 


2 



Ces relations peuvent se démontrer directement (voyez la note placée à la fin 
de ce mémoire) ; toutefois la facilité avec laquelle elles se déduisent de l'analyse 
précédente mérite d'être remarquée. 

Le genre de coordonnées p, v, p, auquel on est conduit en traitant la question 
physique qui nous occupe, paraît même devoir fournir les éléments d'une sorte 
de trigonométrie elliptique, dont l'objet serait de démontrer géométriquement, 
et d'une manière simple, quelques formules qui lient entre elles les différentes 
espèces de transcendantes elliptiques. Et, comme un autre exemple de ce nou- 
veau mode de démonstration, on remarquera que le volume d'un ellipsoïde (/i), 
ou le produit p\J p 2 — b 2 \/p 2 — c 2 de ses trois axes, multiplié par = 71", doit être 
égal à huit fois l'intégrale triple JJJ ôsSs'ôs", prise entre les limites extrêmes 
des variables indépendantes p, v, p; ce qui conduit à l'intégrale suivante, définie 
en v et p, indéfinie en p, 

(p 2 — v 2 )(v 2 — p 2 ){p 2 — p 2 )dpdvdp 



y p 2 — b 2 \J p 2 — c 2 yv 2 — b 2 Vc 2 — v 2 \Jb 2 — p 2 \j c 2 — p 2 

= -/V^ 2 ~b 2 \] p 2 - c 2 ; 
6 

laquelle peut se décomposer en une somme algébrique de triples produits de 
transcendantes elliptiques. [JMPA 1837:168] 

§XV. 

Dans le cas de l'enveloppe dont les parois sont deux hyperboloïdes à une 
nappe, ayant mêmes foyers, la quantité de chaleur qui traverse, dans l'unité de 
temps, le parallélépipède ôsôs" , compris entre deux surfaces d'égale température 
infiniment voisines, a pour expression 

K — — àsôs ; 
dv os 

ou, en substituant les valeurs de 6s, ôs' , 5s" , 



dv vV - 6 2 vV " c 2 ^b 2 - pVc 2 - p 2 ' 

ou enfin, en ayant égard à l'équation (9), 

(p 2 - p 2 )Spôp 



KA 



\J p 2 — b 2 \J p 2 — c 2 \/b 2 — p 2 \J c 2 — p 2 
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elle est donc indépendante de v, et par conséquent de la surface isotherme 
considérée. 

Ainsi, dans le canal infiniment délié dont l'axe et les arêtes sont des courbes 
s' , les sections ôsôs" , perpendiculaires à ses parois et de grandeur variable, sont 
toutes traversées par la même quantité de chaleur dans le même temps. Ce canal 
forme un filet de chaleur dont la différentielle qui précède exprime la dépense. 

Enfin dans le cas de l'enveloppe terminée par deux moitiés d'hyperboloïdes à 
deux nappes aux mêmes foyers, la quantité de chaleur qui traverse, dans l'unité 
de temps, le parallélépipède ôsôs' est 



K osos 

dp ôs" 








rl\ T (il 2 


- v 2 )ôpôv 






-K d \/ft2 ffiy/f* p 2 y* 




dp ' vV - & 2 vV - 


- c 2 \fv 2 — b 2 ^/c 2 - 


-v 2 




ou enfin, d'après l'équation (9) 2 : 






[JMPA 1837:169] 


(p 2 -v 2 )ôpôv 









\J p 2 — b 2 \J p 2 — c 2 \fv 2 — b 2 \/c 2 — v 2 

Cette quantité est indépendante de p, ou de ce qui particularise la surface iso- 
therme. Ainsi, dans le canal aux arêtes s" toutes les sections ôs' 'ôs, quoique 
différentes, sont cependant toutes traversées par le même flux de chaleur. Ce ca- 
nal est donc un filet de chaleur dont la dépense est exprimée par la différentielle 
précédente. 

Il résulte de ces vérifications que les équations (10) , (10)i, (10) 2 , représentent 
réellement les températures stationnaires dans trois genres d'enveloppes dont 
les parois sont des surfaces du second degré ayant mêmes foyers, et entretenues 
chacune à une température constante dans toute son étendue, mais différente 
de l'une à l'autre de ces parois. 

§XVI. 

Si l'espace solide en équilibre de température était terminé par deux para- 
boloïdes de même espèce, dont les axes seraient dirigés sur la même droite, et 
dont les sections principales auraient les mêmes foyers, il résulte évidemment des 
différents cas qui viennent d'être traités, et des transformations connues pour 
passer d'une espèce de surface du second ordre à une autre, que les surfaces 
d'égale température dans le solide proposé seraient des paraboloïdes de même 
espèce que les parois, et assujettis aux mêmes relations de forme et de position. 

§ XVII. 

Si b = c dans les équations (5), la première représente des ellipsoïdes de 
révolution autour de leur grand axe, et les ellipses méridiennes de tous ces ellip- 
soïdes ont les mêmes foyers ; la troisième équation représente des hyperboloïdes 
de révolution à deux nappes ayant mêmes foyers ; quant à la seconde, v devant 
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toujours être compris entre b et c, on posera c 2 = b 2 + Ab 2 , v 2 = b 2 + Au 2 , Av 2 
et A6 2 étant des quantités infiniment petites, dont le rapport fini peut varier 
avec Av 2 ; la seconde des équations (5) deviendra alors 

2 o. / 1 \ 

y = 



Ab 2 
Â^ 2 



1 



et représentera deux plans méridiens quelconques des surfaces de révolution des 
deux autres systèmes. 

En posant b = c dans les équations (9) et (10) , elles deviennent 



V 



dV 
dp 
A 



(M 2 



■ loe 



B, 



/'-- 



pour la température stationnaire des différents points d'une enveloppe terminée 
par deux ellipsoïdes de révolution autour de leur grand axe, ayant mêmes foyers, 
et entretenus chacun à une température constante. 

En faisant b = c dans les équations (9) 2 et (10) 2 , elles donnent 



V 



dV 

dp 
A 



(c 2 



A. 



■ loe 



B. 



P 



pour exprimer la température variable d'un point à l'autre d'une enveloppe 
solide terminée par les moitiés de deux hyperboloïdes de révolution à deux 
nappes, ayant mêmes foyers. 

§ XVIII. 

Si b = dans les équations (5), la première représente des ellipsoïdes de 
révolution autour de leur petit axe, dont les ellipses méridiennes ont toutes les 
mêmes distances focales ; la seconde représente des hyperboloïdes de révolution 
à une seule nappe, assujettis à la même relation de forme et de position ; quant 
à la troisième, p devant toujours être moindre que &, on y substituera à b 2 et p 2 
deux quantités infiniment petites Ab 2 et Ap 2 ; elle deviendra alors 

Ab 2 



\Ap 2 



l\x z 



y 



et représentera deux plans méridiens quelconques des surfaces de révolution des 
deux autres systèmes. 

En posant 6 = dans les équations (9) et (10) , elles deviennent 

dv 



v 



dp. 
A 



^ 



p\J p 



■ arc cos 



B. 
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Telle est la loi des températures dans une enveloppe solide terminée par deux el- 
lipsoïdes de révolution autour de leur petit axe, dont les coupes méridiennes ont 
les mêmes foyers, lorsque chacune de ces parois est entretenue à une température 
constante, mais différente de l'une à l'autre paroi. 

En faisant 6 = dans les équations (9) 1 et (10)^ elles donnent 

— v\j c 2 — v 2 = A, 
dv 



V = Alog ^=^ + B 

pour la loi des températures stationnaires d'une enveloppe solide terminée par 
deux hyperboloïdes de révolution à une nappe, assujettis aux mêmes relations 
de température et de forme que les parois du cas précédent. 

Il est remarquable que dans l'enveloppe ellipsoïdale de révolution autour du 
grand axe, dont la surface est évaluable en arc de cercle, la température soit 
exprimée par un logarithme ; tandis qu'au contraire, dans l'enveloppe formée 
par la révolution de deux ellipses homofocales autour de leurs petits axes, dont 
la surface est donnée par logarithmes, la température est inversement exprimée 
par un arc de cercle. [JMPA 1837:172] 

§XIX. 

Si l'on considère le cône comme la limite d'un hyperboloïde à une nappe ou 
à deux nappes, on peut déduire de l'analyse précédente la loi des températures 
stationnaires de tous les points d'une enveloppe dont les parois seraient deux 
cônes obliques du second degré, ayant le même sommet et leurs sections princi- 
pales situées sur les mêmes plans, lorsque ces deux parois, entretenues chacune 
à une température uniforme et constante, ont entre elles cette relation de forme, 
qu'elles sont asymptotiques à deux hyperboloïdes aux mêmes foyers. Les sur- 
faces d'égale température seraient alors des cônes de la même famille, ou des 
cônes asymptotiques à des hyperboloïdes ayant les mêmes foyers que ceux avec 
lesquels les parois coniques se confondent infiniment loin du sommet. 

Mais comme il est impossible de réaliser des circonstances physiques sem- 
blables, à cause du flux de chaleur qui devrait avoir lieu au sommet, sur une 
épaisseur nulle, et qui serait infiniment grand comparativement au flux qui tra- 
verserait toute autre partie de l'enveloppe, je me dispenserai de discuter plus 
longuement ce cas particulier ; je ne l'offre ici que comme une limite offerte 
par l'analyse, et qui pourra jeter quelque jour sur la manière de considérer le 
cône, toutes les fois qu'on voudra étudier l'équilibre et le mouvement des agents 
physiques dans son intérieur. 

Pour représenter analytiquement ce cas singulier, il faut supposer b et c 

nuls dans équations (5), sans que le rapport - le soit ; la première de ces équa- 

c 
tions représente alors des sphères concentriques, mais que l'on doit considérer 

ici comme les limites d'ellipsoïdes à axes inégaux, dont les quatre foyers sont 

infiniment rapprochés, sans se confondre cependant : la seconde et la troisième 
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des équations (5), dans lesquelles on pourra remplacer v, p, b, c, par ei/\, ep\, 
e&i, eci, e étant infiniment petit ou nul, et U\, pi, 61, Ci, des longueurs finies, 
représenteront alors des cônes asymptotiques à des hyperboloïdes à une et à 
deux nappes, ayant les mêmes plans de sections principales et les mêmes foyers. 

Il suit de là que si l'on imagine les deux séries d'hyperboloïdes à une et à 
deux nappes représentées par les deux dernières équations (5), les traces de leurs 
cônes asymptotiques sur une même surface sphérique, ayant son centre à leur 
sommet commun, formeront deux systèmes de courbes à double courbure qui se 
couperont à angle droit. 

§XX. 

Pour traiter le cas de l'équilibre de température d'une enveloppe cylindrique, 
dont les parois et les surfaces isothermes, coupées perpendiculairement aux 
arêtes, donneraient des courbes du second degré, il faut chercher la relation 
qui doit exister entre les fonctions m et n du même paramètre variable A, pour 
que l'équation 

mx + ny =1 

représente un système de surfaces d'égale température. On est alors conduit aux 
deux systèmes suivants : 

,2 



(5)i 



y 



/' z 



^ 



y 



i. 



i, 



qui représentent deux séries de cylindres, les uns à base elliptique, les autres à 
base hyperbolique, qui ont cela de commun que leurs traces sur un même plan 
perpendiculaire à leurs arêtes sont toutes des courbes du second degré ayant les 
mêmes foyers. Les traces hyperboliques coupent à angle droit toutes les traces 
elliptiques, etc. 

On trouve alors pour la loi des températures de l'enveloppe cylindrique in- 
définie à base elliptique, 

rfV 



dp 



v. 



/' 



A, 



V = Alog(/i + yfp~ 2 
et pour le cas de la base hyperbolique 



c 2 )+B, 



Vc 



V 



dV 
du 
- A arc 



B. 



Je crois inutile d'entrer dans plus de détails sur ces nouveaux exemples ; la 
discussion du cas plus général que j'ai traité le premier ne permet pas de douter 
de l'exactitude des lois indiquées par les équations précédentes. 
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SECONDE PARTIE. 
§XXI. 

Les coordonnées elliptiques, qui sont indiquées par l'analyse mathématique 
de l'équilibre de la chaleur dans les corps que j'ai considérés, donnent le moyen 
de traiter le cas plus général des températures stationnaires d'un corps plein ou 
d'une enveloppe solide creuse, dont les parois seraient des surfaces du second 
degré, auxquelles seraient immédiatement appliqués des foyers connus, mais va- 
riables d'un point à l'autre de ces parois ; ainsi que le cas du refroidissement 
de ce corps ou de cette enveloppe, lorsqu'elle est exposée à des circonstances 
calorifiques de même nature. 

En exprimant l'équation générale au moyen des coordonnées dont il s'agit, 
on parvient, comme dans les cas traités jusqu'ici, à ramener la solution com- 
plète de la question à l'intégration d'équations aux différences ordinaires ; en 
sorte que la seule difficulté qui s'oppose encore à l'évaluation numérique des 
températures ne consiste plus qu'à intégrer ces dernières équations au moyen de 
séries suffisamment convergentes. 

Ces équations aux différences ordinaires prennent leur forme la plus simple 
et la plus commode, en substituant aux coordonnées elliptiques un autre genre 
de coordonnées, qui a encore un rapport plus direct avec la question physique. 
Si l'on considère séparément les trois systèmes conjugués et orthogonaux de 
surfaces isothermes comprises parmi les surfaces du second degré, la température 
est exprimée, dans chacun de ces systèmes, par une transcendante elliptique 
de première espèce. Or, les nouvelles coordonnées dont il s'agit sont les trois [JMPA 1837:175] 
transcendantes elliptiques qui expriment les températures stationnaires dans les 
trois cas. 

L'objet de cette seconde partie est de démontrer les deux propositions que 
je viens d'énoncer. 

§ XXII. 

Je considérerai d'abord le cas général de l'équilibre des températures dans un 
corps solide homogène, terminé par des surfaces du second degré homofocales. 

Soient e, rj, £, les intégrales qui constituent les parties variables de la tempéra- 
ture, dans les équations (10) , (10) i, (10) 2 , de la première partie de ce mémoire, 
lorsque les surfaces isothermes sont ou des ellipsoïdes, ou des hyperboloïdcs à 
une nappe, ou des hyperboloïdcs à deux nappes, tous ayant les mêmes foyers. 
Soit de plus po > c, vq > b et < c, pa < b, les limites inférieures des intégrales 
e, rj, £, ou les valeurs des variables pour lesquelles ces intégrales sont nulles, on 
aura 

dp 



(H) 



Ho V V 2 - b2 \/W~ 
dv 



vj/ 2 — 6 2 v c 2 
dp 



\]b 2 - p 2 \Jc 2 - p 2 
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Il s'agit maintenant de prendre e, rj, £, pour les trois variables indépen- 
dantes de la température V, qui rapportée aux coordonnées x, y, z, doit vérifier 
l'équation (1). Pour cela, il faut d'abord transformer cette dernière équation en 
coordonnées elliptiques, p, u, p. 

En effectuant cette transformation, on se rappellera que les équations ob- 
tenues en égalant à des constantes les trois fonctions p, u, p, représentent (en 
coordonnées rectangulaires) trois surfaces qui se coupent orthogonalement, en 
sorte que l'on doit poser 

dp. 
dx 
dfi 
dx 



[JMPA 1837:176] 



du 

dx 



du 
dx 
dp 
dx 
dp 
dx 



dp. 
dy 
dp 
dy 
du 
dy 



du 

dy 

dp 
dy 
dp 
dy 



dp. 
dz 
dp 
dz 
du 
dz 



du 

dz 
dp 

dz 
dp 
dz 



0. 



0. 



On a, en regardant p, u, p, comme des fonctions de x, y, 



d 2 V 
dx 2 



dV _ 
dx 
d 2 V /dp\ 2 
dp 2 \dxJ 



dV dp 
dp dx 



dV du 
du dx 



dV dp 
dp dx 1 



d 2 V (du\ 2 



t d 2 V 
dpdu 



dp 
dx 



du 
dx 



du 2 \dx 
dV d 2 p 
dp dx 2 
d 2 V 



d 2 V /dp- 

dp 2 \dx/ 
dV d 2 u dV d 2 p 
du dx 2 dp dx 2 



dpdp 



dp 
dx 



dp 
dx 



, rf 2 V 
dudp 



du 

dx 



dp 
d,x 



et par suite, en omettant les termes qui se détruisent, 



(12) { 



d 2 V 
dx 2 
dV /d 2 p 
dp \dx 2 
dV fd 2 u 
du \dx 2 
dV /d 2 p 
dp \dx 2 



d 2 V 
dy 2 
d^p 
dy 2 
d^u 
dy 2 
d^p 
dy 2 



d 2 V 
~~d^ 
(fp\ 
dz 2 ) 
d^u 
Ih 2 
d?p 
dz 2 



d 2 V 
dp 2 
d 2 V 
du 2 
d 2 V 
dp 2 



\dy 



\dx I 

/dus 2 

\dx~J 

dp- 

dx i 



dp 
dz 
du 

dz 
dp 
dz 



Or, les fonctions p, u, p, vérifient l'équation (2) en prenant pour ip(p), ip{u), 
ip(p), les expressions qui conduisent aux équations (9), et qui sont, 

p p 



<P(p) 



fi' 



-b 2 

H 2 

P 



p^ — c 

v 

c 2 — u 2 

p 



b 2 
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On a donc 

1 d 2 p d 2 p d 2 p 
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(13) 



/' 



| ^\ 2 + ( d ^\ 2 + ( d ^ 2 

dx 2 dy 2 dz 2 \p 2 — b 2 p 2 —c 2 )Wdx) ^dyJ \dz 



d 2 v d 2 v d 2 v 



( dvy +( dvy +( dvy 



dx 2 dy 2 dz 2 \i/ 2 —b 2 c 2 — v 2 )\-\dx) ^dyJ \dzJ 

d 2 p d 2 p d 2 p 



, dx 2 dy 2 dz 2 \b 2 —p 2 c 2 —p 2 

On a de plus 



^\ 2 + ( d f\ 2 + ( â f\ 2 
dx) \dy' \dz 



\dx) \dy) \dz) 



W?z 



et en vertu des équations (6) 



p 4 (M 2 - 6 2 ) 2 (p 2 -c 2 ) 2 . 
(p 2 -v 2 )(p 2 -p 2 ) 



{p 2 - b 2 ) 2 O 2 - c 2 ) 2 p 2 {p 2 - c 2 ){p 2 - b 2 ) ' 



d'où enfin 



(14) 



' fdp\ 2 /dp x2 
dx J \dy ■ 



dp\ 2 _ (^ 2 ~ c 2 ) (M 2 ~ b 2 ) 
dz J (p 2 — v 2 ){y 2 — p 2 ) ' 



dv\ 2 /du\ 2 : (dv\ 2 {v 2 - b 2 ) (c 2 - v 2 ) 
dx) \dy 
dp\ 2 : fdp^ 2 



dz J (p 2 — i/ 2 ){i/ 2 — p 2 ) ' 

dp\ 2 _ {b 2 - p 2 ) {c 2 - p 2 ) 



(dpy (dpy (dpy = (g - f) (c - r) 

. \dx) \dy) \dz) {p 2 - p 2 ){v 2 - p 2 )' 

Les équations (13) et (14) donnent le moyen d'éliminer x, y, z, dans l'équa- 
tion (12), qui devient alors 



(15) { 



\] p 2 — c 2 \/p 2 — b 2 - 



d\J p 2 — c 2 \J p 2 — b 2 



dV 

dp 



dp 



(p 2 — v 2 )(y 2 — p 2 ) 

d\J v 2 — b 2 \/c 2 — v 2 

s/v 2 - b 2 Vc 2 - v 2 &- 



dv 



{p 2 — v 2 ){y 2 — p 2 ) 



y/b 2 — p 2 \J c 2 — p 2 - 



d\/b 2 — p 2 \/c 2 — p 2 



dV 
dp 



dp 



(p 2 — p 2 ){y 2 — p 2 ) 
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Ou enfin, en rapportant la température V aux coordonnées e, rj, £, 



(15) bis. 



d 2 V 



d 2 V 



{v-pT-J^ + ^-pT-^ + {^-v Z ) 



de 2 



drj 2 



d 2 V 
~di? 



0. 



On doit considérer dans cette équation p, i>, p, comme des fonctions de e, rj, 
£, données par les formules (11). Il s'agit maintenant d'intégrer cette dernière 
équation (15)bis. 

8 XXIII. 



Les formules (11) donnent 

— = ^/p 2 - b 2 V p 2 - c 2 , = /iV, 



de 



du 

dq 



dp 
dÇ 



V v 2 — b 2 \J c 2 — v 2 , 



yb 2 — p 2 \/c 2 — p 2 



d^p 2 - 


-b 2 


de 


d^/p 2 - 


c 2 


de 


dVv 2 - 


-b 2 


dr] 


dVc 2 - 


v 2 


dr] 


dy>b 2 - 


p 2 


d£ 


d^/c 2 - 


p 2 



p 2 — c 2 , 



p\j p 2 - b 2 ; 



'\/c 2 — v 2 , 
-v\J v 2 — b 2 ; 



-p\Jc 2 - p 2 , 



rfÇ 



>V^ r 



D'où l'on conclut les identités qui suivent, lesquelles sont importantes pour la 
question qui nous occupe : 



(16) { 



(y 2 -p 2 ){ p 2 -p 2 ){ p 2 - V 2 ) 



V-ft(*Œ^\\W-?) 



■i „l'J"V M -» y ,.,,2 >./d\/v 2 -6 2 \ 2 
de 

(M 2 " - 2 ) 



d^Jb 2 -p 2 \ 2 



dt; 



dï] 



{ v 2 -p 2 ) { p 2 -p 2 ) { p 2 -v 2 ), 



(^ "/>) T, "(M -P) 



, , , u, y p* -e- y / 2 2 ,/dVc 2 -z/ 2 \2 
de 

(p 2 - v 2 ) 



d-/ 



c 2 _ pi x 2 



rfÇ 



rfr/ 



(, 2 -p 2 )( M 2 -p 2 )( M 2 -, 2 ) 
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Il résulte de là que si E, Y, X, sont des fonctions, la première de e seule- 
ment, la seconde de rj, la troisième de £, satisfaisant aux équations différentielles 
linéaires du second ordre suivantes : 



(17) 



d 2 E 
~d^ 
d 2 Y 
dr/ 2 
d 2 X 
dÇ 2 



Kl) 



\dr)J 

Kl 



dy/p 2 -b 2 \^ 



d( 



dy/v 2 - b 2 \ 2 

di] 



dxJW^p 2 ^- 

de 



R 



R 



R 



d^F 



~2 N 2 



de 



dvc 



,2 X 2 



dï] 



dy/c 



o2 N 2 



rfÇ 



E = 0, 



Y = 0, 



X = 0, 



où P, Q, R, sont des paramètres indéterminés et constants. L'équation (15) fris 
deviendra en y posant V = EYX, 

(v 2 - p 2 )(p 2 - p 2 ){p 2 - z, 2 )(P + Q + R) = 0, 

et sera satisfaite si l'on établit entre P, Q, R, la relation 

(18) P + Q + R=0. 

On pourra donc prendre pour une intégrale, la plus générale de l'équation 
(15)6is, une série de la forme 

V = SA . EYX, 

A étant un coefficient constant, et chaque terme de cette série correspondant à 
un système particulier de valeurs de P, Q, R, vérifiant l'équation (18). 

§ XXIV. 

Les parois du corps solide proposé sont représentées par des équations très 
simples dans le système de coordonnées actuel, puisque ces parois sont par hypo- 
thèse des surfaces sur lesquelles une des coordonnées est constante. L'intégrale [JMPA 1837:180] 

(19) de V se prêtera donc facilement à l'introduction des conditions données de 
la surface. 

Il est aisé de voir, d'après cela, que tous les cas d'équilibre de température 
des corps ou des enveloppes solides terminés par des surfaces du second degré 
soumises à des sources connues de chaleur et de froid, sont ramenés à l'intégra- 
tion des équations aux différences ordinaires (17), qui, en vertu de l'équation 
(18), peuvent se mettre sous la forme 



(17) 6w 



d 2 E 
HF 
cPY 

dr] 

fx 



+ [Qb 2 {p 2 - c 2 ) + Rc 2 (/i 2 - 6 2 )]E = 0, 



2 + [Q6 2 (c 2 - v 2 ) - RcV - 6 2 )]Y = 0, 



2 + [-Q6 W) - Rc 2 (6 2 - p 2 )]X = 0, 
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en y regardant p, v, p, comme respectivement fonction de e, 77, £, d'après les 
formules (11) ; ou en p, v, p : 

(^- c 2)(^-6 2 )0 + [ M ( M 2 -6 2 ) + M ( M 2 - C 2 )]^ 



(17) ter < 



+ [Q& 2 (/i 2 - c 2 ) + Rc 2 (/i 2 - 6 2 )] E = 0, 

(c 2 - , 2 )(, 2 - 6 2 )0 + [-,(, 2 - 6 2 ) + v(c 2 - , 2 )] f 
+ [Q6 2 (c 2 - v 2 ) - RcV 2 - b 2 )} Y = 0, 



d 2 X 



dX 



^ ~ P 2 )(b 2 -p 2 )^+ [~P(b 2 - p 2 ) - p(c 2 - P 2 n Tp 

+ [-Q6 2 (c 2 - p 2 ) - Rc 2 (b 2 - p 2 )} X = 0. 
§ XXV. 

Le cas du refroidissement d'un corps solide homogène terminé par des sur- 
faces du second degré homofocales, peut pareillement se ramener à l'intégration 
d'équations aux différences ordinaires. 

La formule générale connue 

d 2 V d 2 V d 2 V dV 



dx 2 dy 2 dz 2 



K- 



dt 



devient en p, i>, p 
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dV 



d\/ p 2 — c 2 \J p 2 — b 2 
^^^z—tf «E 

dp 
{p 2 — v 2 ){p 2 — p 2 ) 



d\/c 2 — v 2 \/v 2 — b 2 — 

Vc 2 - v 2 ^Jv 2 - b 2 dv 



du 



(p 2 — v 2% )(y 2 — p 2 ) 



d\/b 2 — p 2 \/c 2 — p 2 — — 

v/è^TV^p 2 d -E 

dp 
(p 2 — p 2 ){i/ 2 — p 2 ) 



K- 



.dV 

~dt' 



et en e, 77, £ 



,2 2^V l2 2^V , 2 2^ 2 V 



(p'-v^-p^-p z )K 



dV 
~dï' 



en regardant ici p, v, p, comme respectivement fonction de e, 77, £, d'après les 
équations (11). 
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Or on satisfera évidemment à cette dernière équation, en posant 

V = £Ae~ k * . EYX. 

Les fonctions E, Y, X, vérifiant les équations différentielles (17), dans lesquelles 
les constantes P, Q, R, seront liées au paramètre 8 2 , par l'équation 

P + Q + R + 6> 2 = 0. 

Il est facile, si on le trouve convenable, de rétablir dans ces équations les 
coordonnées p, v, p; elles prennent alors des formes analogues aux équations 
(17)ter; les derniers termes sont seuls plus compliqués. [JMPA 1837:182] 

§ XXVI. 

Dans l'état actuel de l'analyse mathématique, toutes les équations différen- 
tielles (17) ne sont pas intégrables d'une manière assez simple, ni assez com- 
mode, pour qu'il pût être intéressant de pousser ici plus loin la discussion des 
cas généraux qui précèdent. Je me contenterai d'avoir fait voir que l'analyse 
de ces questions physiques ne dépend plus que de l'intégration d'équations aux 
différences ordinaires linéaires et du second ordre. 

§ XXVII. 

Les équations aux différences ordinaires auxquelles on est conduit en cher- 
chant à traiter les cas plus particuliers de l'équilibre et du mouvement de la 
chaleur dans les ellipsoïdes de révolution, ou dans un prisme à base elliptique, 
se déduisent facilement de calculs plus simples, mais analogues aux précédents ; 
je me dispenserai de les présenter ici. 

Je ferai remarquer toutefois que le cas de l'équilibre des températures de 
l'ellipsoïde de révolution autour de son grand axe, lorsque les foyers de chaleur 
et de froid auxquels il est exposé sont placés symétriquement par rapport à cet 
axe, est exprimé par l'équation 

d{f-c*)f- d(c 2 -p 2 )^ 

<HL^ d£_ = 

dp dp 

qui peut s'intégrer assez facilement, comme M. Poisson l'a fait voir dans un de 
ses mémoires sur le son. 

§ XXVIII. 

Le cas de l'équilibre calorifique d'un cylindre indéfini à base elliptique se 
présente sous une forme très simple, en employant pour coordonnées les fonctions 

dp f v dv 

v 
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Mo V V 2 - C 2 ■'"o V C- 
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qui expriment les lois des températures stationnaires sur les cylindres elliptiques 

et hyperboliques, homofocaux et isothermes, que j'ai considérés à la fin de la 

première partie de ce mémoire ; l'équation que la fonction V doit vérifier se 

réduit alors à 

d 2 V d 2 V _ 

de 2 dr\ 2 

En sorte que le cas général du cylindre à base elliptique ou hyperbolique, en 
équilibre de température, peut se traiter avec la même facilité que celui corres- 
pondant du prisme à base rectangulaire, dont la solution est connue. 

§ XXIX. 

Ainsi, la connaissance des surfaces isothermes du second ordre, et celle des 
lois qui lient les températures stationnaires sur ces surfaces, indiquent à l'ana- 
lyse le genre de coordonnées qu'il convient d'employer pour traiter les cas plus 
généraux de l'équilibre et du mouvement de la chaleur, dans les corps ou les 
enveloppes solides, terminés par des surfaces du second ordre en contact avec 
des sources constantes de chaleur et de froid. C'est ce que je m'étais proposé de 
démontrer dans cette seconde partie. 
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NOTE DE M. POISSON 

RELATIVE AU MÉMOIRE PRÉCÉDENT. 



[JMPA 1837:184] 



(1) 



La première équation du paragraphe XIV, savoir : 

h rb (y 2 - x 2 )dydx _ ! 

o Je x/{b 2 - x 2 ){c 2 - x 2 ){y 2 - b 2 ){c 2 - y 2 ) ~ 2 



7T, 



peut se changer en celle-ci, 

/ 2 x f b dx f c y 2 dy 



^{V-x 2 ){c 2 -x 2 )J b ^(y 2 - b 2 )(c 2 - y 2 ) 

b x 2 dx { c dy 



2 n 



/o ^(b 2 -x 2 )(c 2 -x 2 )J b ^{yi-b 2 ){c 2 -y 2 ) 

Pour la vérifier, je fais d'abord 

x = bsm<p, dx = bcoscpdcj), b = ac; 

les limites relatives à </>, qui répondent à x = et x = b, seront (f> = et <fi = ^n ; 
et d'après les notations connues de Legendre, il en résultera 

dx 1 H* dé 1 

Fia, 



o ^(b 2 -x 2 )(c 2 -x 2 ) cj a ^i-a 2 S m 2 é c 
6 x 2 dx fi" dé 



o ^(b 2 -x 2 )(c 2 -x 2 ) J ^l-a 2 S in 2 é 



Je fais ensuite 

,,2 U2 



cl v/l — a 2 sin édé = c(F\a — Eia). 



a ° j.2û 2 2/2 t,2\ • 2 /i 

-^ 7T = cot o, y = c — (c — b ) sin fc 1 , 

c 2 — y 2 

(c 2 — b 2 )smdcosdd9 9 9 9 , 

dy = - : , c 2 - ET = c 2 cr 



^/ c 2 _ ( c 2 _ ft 2) 



sm 2 ( 



les limites relatives à y, qui répondent & y = b et y = c, seront 0= ^n et = 0; [JMPA 1837:185] 
en les intervertissant et changeant le signe de l'intégrale, on aura 

dy 1 /•ï 7r dé» 1 

Fia, 



1 y/(y2 -#)(<?- y*) cj Vl-^sin 2 ^ c 
/ y ^ = c / 2 V / l-a 2 sin 2 6>d6» = cEia. 

A v /(y2_ 6 2 )(c 2_ y2) 7 Q 
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Au moyen de ces transformations, l'équation (2) devient 

(3) FiCiEia + FiaEia — FiaFia = ^tt; 

et en observant que les modules a et a sont complémentaires, on voit qu'elle 
coïncide avec une équation trouvée par Legendre 1 . 

La dernière équation du paragraphe XIV devant subsister pour toutes les 
valeurs de /i, et ayant lieu évidemment pour /i = 0, il suffira de vérifier sa 
différentielle par rapport à /i, ou, ce qui est la même chose, l'équation 



1 4 1 2/1.2 , 2\ , 1 .2 2 
\lï[l — ±TTfJ, (0 +C ) + ^7T0 C . 



b rc {fi 2 - x 2 ){fi 2 - y 2 ){y 2 - x 2 )dydx 
o Jb sf{b 2 - x 2 ){c 2 - x 2 ){y 2 -b 2 ){c 2 -y 2 ) ~ -"'' ;i "'' '" * ' "' 

Elle se décompose en trois autres, savoir : 



(y 2 — x )dydx 



\k, 



o Jb sf(b 2 - x 2 ){c 2 - x 2 ){y 2 - b 2 ){c 2 - y 2 ) 

2\ 



h f c (y 4 - * A )dydx l 2 

o Jb ^{b 2 - x 2 ){c 2 - x 2 )(y 2 - b 2 )(c 2 - y 2 ) 3 

b f° x 2 y 2 {y 2 - x 2 )dydx = 1^2 

Jb \/{b 2 — x 2 )(c 2 — x 2 )(y 2 — b 2 )(c 2 — y 2 ) 

La première est la même que l'équation (1), qu'on vient de vérifier; les deux 

autres peuvent s'écrire ainsi : [JMPA 1837:186] 

dx f c y A dy 



(4) { 



y/(p - x 2 )(<? - x 2 ) Jb ^{y 2 -b 2 ){c 2 -y 2 ) 

x A dx r c dy = 1 2 ^2 

^(b 2 - x 2 )(c 2 - x 2 ) J a ^( y 2-b 2 )(c 2 -y 2 ) ^ ( 
x 2 dx f c y A dy 



^(b 2 -x 2 )(c 2 -x 2 )J b ^( y 2-b 2 )(c 2 -y 2 ) 



x dx f c y 2 dy 1 2 2 

7T0 C . 



/o ^(b 2 - x 2 )(c 2 - x 2 ) J b ^(y2-b 2 )(c 2 -y 2 ) 6 
D'après les transformations précédentes, on a 



/ 



x A dx 4 q f 2 " sin (f>d(f> 



a 4 c 3 



^(b 2 -x 2 )(c 2 -x 2 ) ' ^ Jo Vl-a 2 sinV 
,jl,,!J c 3 [^(1- a 2 sin 2 e)Ue. 



b V(v 2 -b 2 )(c 2 -y 2 ) 



1 Traité des fonctions elliptiques, tome I er , page 60. 
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En intégrant par parties, et ayant égard aux limites, on a aussi 

(cos </> — sin <f>) y 1 — a 2 sin cf>d(j), 



ï 77 sm 2 ècos 2 M<b 1 ^ 



V 1 — a 2 sin 2 a .'o 
et, par conséquent, 



^ si^Mè [** sin 2 



o v 1 — a 2 sin Jo yl- a 2 sin 

1 f^ (l-2sm 2 <p){l -a 2 sin 2 <j))d<p 



ii 



o 



V 1 — a 2 sin 



2(1 + a 2 ) p 7 " sin 2 </>d0 1 p 7 ' d</> 



o v 1 — a 2 sin <p a Ja y 1 — a 2 sin 

^ sin 4 (/>d</> 



2 



'o y 1 — a 2 sin 2 

d'où l'on déduit [JMPA 1837:187] 

^ sin 4 ^# 2(1 + a 2 ) p 77 sin 2 - 



o v 1 — a 2 sin <f> 3a j yi _ a 2 sm ^ 

1 /s" ^ 



3a Jo y 1 — a 2 sin 2 </> 



3a J v 1 — a 2 sin 2 (/> 3a ./,, 

En même temps, on a 



(l-a 2 sm 2 0)Ue = 
i) ^o v 1 - a 2 sin 2 



y 1 — a 2 sin 0d0. 



2flJfl /■^w „■ 4 



/ - sin (/u,v 

2a 2 / — + a 4 



6d0 



'o vl- a 2 sin 2 # -'o y/l - a 2 sin 2 ô 

sin 4 f9dé> 2(1 + a 2 ) p 71 sin 2 ' 



Vl-^sin 2 ^ 3a 2 J y/l- a 2 sm 2 6 

d9 



1 H" 
3a 2 i ^/l- ' ' 2 " ' ' ' l ' 



a* sin 
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d'où l'on conclut 



(1 - a 2 sm 2 é>) 2 cfê> = — — 



n \/ï - a 2 sin 2 
2a 2 (a 2 -2) p*' sin 2 6W0 



3 ^o yl - a 2 sin 2 1 

2(1 + « 2 ) P\ a „ 2 „ ; . afl J . « 2 (^ de 



/ VI - a 2 sin 2 9d0 / 

h 3 J 



3 Jo 3 J yl - a 2 sin 2 

Cela étant, en employant les notations de Legendre, on aura 

x 4 dx c 3 (2 + a 2 ï c^l + a 2 )^ 
- Fia — 2 Fjic 



l 



o ^/{b 2 -x 2 ){c 2 -x 2 ) 3 " 3 

y A dy 2c 3 (l + a 2 ) 



-Eia Fia; 



h V(y 2 -b 2 )(c 2 -y 2 ) 3 

et comme on a trouvé précédemment [JMPA 1837:188] 

dx 1 

-Fia, 



o y/{b 2 - x 2 )(c 2 - x 2 ) c 

f b x 2 dx 

/ =c(Fia-Eia), 

Jo J(b 2 -x 2 )(c 2 -x 2 ) 



o v/(& 2 -x 2 )(c 2 -a; 2 ) 

dy 1 



1 ^(y2_ 6 2 )(c 2_ 2/2) c 

y 2 rfy 



/ 6 V(y 2 -& 2 )(c 2 -y 2 ) 

les équations (4) deviendront 



Fia, 
cEia 



c 2 
-(1 + a 2 )(FiaEia + FiaEia - FioFia) = \ir{b 2 + c 2 ), 



c 4 a 2 



-(FiaEia + FiaEia - FiaFia) = ±nb c ; 
ce qui coïncide, à cause de 6 = ac, avec l'équation (3) citée plus haut. 
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Addition à la Note de M. POISSON, insérée dans le Numéro 
précédent de ce journal 1 ; par V Auteur. 



[JMPA 1837:189] 



L'article du Journal de M. Crelle, auquel cette note se rapporte, a pour titre : 
Nota de erroribus quibusdam geometricis, qui in theoriâ fonctionum leguntur. 
Parmi ces erreurs, on cite textuellement deux passages du neuvième chapitre 
de la seconde partie de la Théorie des fonctions analytiques. Or, j'ai dit dans 
ma note, et je maintiens, que ces deux passages sont parfaitement exacts ; et je 
pense que c'est en se méprenant sur leur véritable signification qu'on a pu les 
croire erronés. Bien entendu, je suis loin d'attacher une grande importance soit 
à cette méprise d'un illustre géomètre, soit à la remarque que j'en ai faite. 

Avant de citer, dans son article, ces deux passages du chapitre IX, l'auteur 
avait d'abord rappelé le numéro 35 du chapitre VIL Mais ce qui est contenu 
dans ce numéro, exact ou non, n'a aucun rapport avec les propositions du cha- 
pitre IX. Celles-ci sont relatives aux lieux des centres des sphères osculatrices 
d'une surface, suivant la direction et dans toute la longueur d'une ligne tracée 
sur cette surface ; dans les numéros 35 et 36 du chapitre VII, Lagrange considère, 
au contraire, les lieux des centres des cercles osculateurs d'une ligne plane ou 
à double courbure ; et ces deux lieux géométriques sont, en général, essentielle- 
ment distincts, et ne coïncident, pour une même ligne donnée, que dans des cas 
particuliers. 

Ayant seulement voulu montrer dans ma note qu'il n'y a aucune erreur dans 
les deux passages cités du chapitre IX, je n'ai point eu à m'occuper du numéro 35 
du chapitre VII, et je me suis dispensé d'en parler. Mais il est vrai de dire que 
l'analyse contenue dans ce numéro et dans le suivant, présente quelque chose 
d'incomplet, et même d'équivoque. Lagrange détermine la condition pour que 
les centres des cercles osculateurs d'une courbe donnée forment une développée 
proprement dite, c'est-à-dire une ligne dont les tangentes coupent à angle droit 
la courbe proposée ; puis il dit que les courbes planes satisfont toujours à cette 
condition ; mais il n'ajoute pas qu'elle n'est remplie que pour elles seules ; et 
cette omission pourrait faire croire qu'il ne serait pas impossible qu'une ligne 
à double courbure eût pour développée, le lieu de ses centres de courbure. Or, 
non-seulement on voit, par des considérations géométriques très simples, que 
cette propriété n'appartient qu'à des courbes planes ; mais Lagrange pouvait 
aussi le conclure de différentes manières, de sa propre analyse, et, par exemple, 
en montrant, comme M. Lacroix dans son Traité du Calcul différentiel 2 , que 
l'équation différentielle du troisième ordre, qui doit être satisfaite pour que cette 
propriété ait lieu, revient à celle qui exprime que trois éléments consécutifs 
quelconques de la courbe proposée sont dans un même plan, ou que cette courbe 
est plane. A la fin du chapitre VII, Lagrange se borne à renvoyer, pour de plus 



[JMPA 1837:190] 



^a première partie de cette Addition a été écrite à l'occasion des remarques qu'un membre 
de l'Académie a faites dans la séance du 17 avril dernier, sur la note dont il s'agit. 
2 Voyez la première édition publiée en 1797, ou le n° 353 de la seconde édition. 
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grands détails sur ce qui concerne les développées, au Mémoire de Monge, où 
leur théorie est exposée dans toute sa généralité. 

En un point donné M sur une surface quelconque, le parabole de osculateur, 
qui a son sommet en ce point, est elliptique ou hyperbolique, selon que les deux 
courbures principales de la surface en ce même point, sont tournées dans le même 
sens ou en sens contraires. Les rayons de ces deux courbures étant représentés par 
a et /3, et en prenant leurs plans et le plan tangent pour ceux des coordonnées 
x, y, z, la normale pour axe des z, le point M pour origine ; l'équation du 
paraboloïde sera 



± 



•Jl 



le signe supérieur ayant lieu quand il est elliptique, et le signe inférieur quand il 
sera hyperbolique. Il se changera en un cylindre, lorsque l'une des deux sections 
de courbure principale sera une ligne droite, c'est-à-dire lorsque a ou (3 sera 
infini, et en un plan, quand ces deux sections seront rectilignes, ou qu'on aura 
a = oo et f3 = oo. 

L'expression de l'ordonnée z d'un point de la surface différent de M, pourra, 
en général, se développer en série ordonnée suivant les puissances et les produits 
de x et y. Pour les cas d'exception, je renverrai à mon Mémoire cité dans la note. 
En désignant par A, la différence entre cette ordonnée et celle du paraboloïde, 
qui répondent aux mêmes valeurs de x et y, on aura 

A = gx 3 + hx 2 y + kxy 2 + ly 3 + R; 

g, h, k, l, étant des coefficients constants qui dépendront de la forme de la 
surface, et R étant une série de termes de quatre ou d'un plus grand nombre de 
dimensions, par rapport à x et y. Pour qu'il y ait contact du troisième ordre, 
suivant une section normale, entre la surface donnée et le paraboloïde, il faudra 
que la somme des quatre premiers termes de la valeur de A, soit zéro suivant 
cette direction. Si l'on appelle m la tangente de l'angle compris entre ce plan et 
celui de x et z, et en faisant y = rai, on aura donc 

gm + hm + km + 1 = 0, 

pour l'équation du troisième degré, dont il a été question à la fin de la note. 
Lorsque ses trois racines seront réelles, il y aura au point M de la surface donnée, 
trois directions pour lesquelles le contact parabolique du second ordre s'élèvera 
au troisième 3 ; il y en aura une seule, quand l'équation n'aura qu'une racine 
réelle ; une seule aussi, lorsque ses trois racines seront égales, et deux dans le 
cas de deux racines égales. Dans tous les cas, le contact du troisième ordre aura 
lieu également, suivant ces directions particulières, entre la surface donnée et un 
ellipsoïde osculateur, quelle que soit la grandeur de son troisième axe, qui reste 
indéterminée. 

En changeant l'origine et la direction des coordonnées, et mettant ensuite 
dans l'équation précédente, à la place de chacun des coefficients g, h, k, l, sa 



[JMPA 1837:191] 



[JMPA 1837:192] 



3 Par erreur, on a mis troisième et quatrième ordre, en haut de la page 144 (PDF:116) de 
la note, au lieu de deuxième et troisième. 
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valeur en fonction des nouvelles coordonnées, tirée de l'équation de la surface 
donnée, et pour m le rapport entre les différentielles de deux de ces coordon- 
nées, on obtiendra l'équation différentielle des lignes tracées sur cette surface et 
suivant lesquelles elle a un contact du troisième ordre avec les ellipsoïdes oscu- 
lateurs. Il serait intéressant de connaître la figure de ces lignes à la surface de la 
terre, et de savoir s'il en existe trois ou une seule dans les différentes parties du 
globe. Quoique le sphéroïde terrestre diffère peu d'une sphère, ces lignes peuvent 
s'écarter beaucoup des méridiens ; car leur direction en chaque point ne dépend 
pas des grandeurs absolues de g, h, k, l, qui sont de très petites quantités, mais 
des rapports de ces coefficients, qui peuvent être des nombres quelconques. 
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MÉMOIRE 

Sur l'interpolation ; 
Par M. Aug. CAUCHY l . 



[JMPA 1837:193] 



Dans les applications de l'analyse à la Géométrie, à la Physique, à l'Astro- 
nomie. . . deux sortes de questions se présentent à résoudre, et il s'agit 1° de 
trouver les lois générales des figures et des phénomènes, c'est-à-dire la forme 
générale des équations qui existent entre les diverses variables, par exemple, 
entre les coordonnées des courbes et des surfaces, entre les vitesses, les temps, 
les espaces parcourus par les mobiles, etc. . . ; 2° de fixer en nombres les va- 
leurs des paramètres ou constantes arbitraires qui entrent dans l'expression de 
ces mêmes lois, c'est-à-dire les valeurs des coefficients inconnus que renferment 
les équations trouvées. Parmi les variables on distingue ordinairement, comme 
l'on sait, celles qui peuvent varier indépendamment les unes des autres, et que 
l'on nomme pour cette raison variables indépendantes, d'avec celles qui s'en dé- 
duisent par la résolution des diverses équations, et qui se nomment fonctions 
des variables indépendantes. Considérons en particulier une de ces fonctions, et 
supposons qu'elle se déduise des variables indépendantes par une équation ou 
formule qui renferme un certain nombre de coefficients. Un pareil nombre d'ob- 
servations ou d'expériences, dont chacune fournira une valeur particulière de la 
fonction correspondante à un système particulier de valeurs des variables indé- 
pendantes, suffira pour la détermination numérique de tous ces coefficients ; et, 
cette détermination faite, on pourra obtenir sans difficulté de nouvelles valeurs 
de la fonction correspondantes à de nouveaux systèmes de valeurs des variables 
indépendantes, et résoudre ainsi ce qu'on appelle le problème de l'interpola- 
tion. Par exemple, si l'ordonnée d'une courbe se trouve exprimée en fonction de 
l'abscisse par une équation qui renferme trois paramètres, il suffira de connaître 
trois points de la courbe, c'est-à-dire trois valeurs particulières de l'ordonnée 
correspondantes à trois valeurs particulières de l'abscisse, pour déterminer les 
trois paramètres; et, cette détermination effectuée, on pourra sans peine tracer 
la courbe par points en calculant les coordonnées d'un nombre aussi grand que 
l'on voudra de nouveaux points situés sur les arcs de cette courbe compris entre 
les points donnés. Ainsi, envisagé dans toute son étendue, le problème de l'in- 
terpolation consiste à déterminer les coefficients ou constantes arbitraires que 
renferme l'expression des lois générales des figures ou des phénomènes, d'après 
un nombre au moins égal de points donnés, ou d'observations, ou d'expériences. 
Dans une foule de questions les constantes arbitraires entrent au premier degré 
seulement dans les équations qui les renferment. C'est précisément ce qui arrive 
lorsqu'une fonction est développable en une série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes ou descendantes d'une variable indépendante, ou bien 



[JMPA 1837:194] 



1 Ce Mémoire a été autographié en septembre 1835 et envoyé à cette époque à l'Académie 
des Sciences. On l'imprime ici pour la première fois, du consentement de l'auteur. (J. L.) 
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encore suivant les sinus ou cosinus des multiples d'un même arc. Alors il s'agit 
de déterminer les coefficients de ceux des termes de la série que l'on ne peut 
négliger sans avoir à craindre qu'il en résulte une erreur sensible dans les valeurs 
de la fonction. Dans le petit nombre de formules qui ont été proposées pour cet 
objet, on doit distinguer une formule tirée du calcul des différences finies, mais 
applicable seulement au cas où les diverses valeurs de la variable indépendante 
sont equidifférentes entre elles, et la formule de Lagrange applicable, quelles que 
soient ces valeurs, à des séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de 
la variable indépendante. Toutefois cette dernière formule elle-même se com- 
plique de plus en plus à mesure que l'on veut conserver dans le développement 
de la fonction en série un plus grand nombre de termes ; et ce qu'il y a de plus 
fâcheux, c'est que les valeurs approchées des divers ordres correspondantes aux 
divers cas où l'on conserverait dans la série un seul terme, puis deux termes, puis 
trois termes. . .s'obtiennent par des calculs à peu près indépendants les uns des 
autres, en sorte que chaque nouvelle approximation, loin d'être rendue facile par 
celles qui la précèdent, demande au contraire plus de temps et de travail. Frappé 
de ces inconvénients, et conduit par mes recherches sur la dispersion de la lu- 
mière à m'occuper de nouveau du problème de l'interpolation, j'ai eu le bonheur 
de rencontrer pour la solution de ce problème une nouvelle formule qui, sous le 
double rapport de la certitude des résultats et de la facilité avec laquelle on les 
obtient, me paraît avoir sur les autres formules des avantages tellement incon- 
testables, que je ne doute guère qu'elle ne soit bientôt d'un usage général parmi 
les personnes adonnées à la culture des sciences physiques et mathématiques. 

Pour donner une idée de cette formule, je suppose qu'une fonction de x, 
représentée par y, soit développable en une série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes ou descendantes de x, ou bien encore suivant les sinus 
ou cosinus des arcs multiples de x, ou même plus généralement suivant d'autres 
fonctions de x que je représenterai par 



[JMPA 1837:195] 



<f>(x) 



X(x) = v, ip(x) 



en sorte qu'on ait 



(1) 



y = au + bv + cw + 



a, b, c. . . désignant des coefficients constants. Il s'agit de savoir, 1° combien de 
termes on doit conserver dans le second membre de l'équation (1) pour obtenir 
une valeur de y suffisamment approchée, dont la différence avec la valeur exacte 
soit insensible et comparable aux erreurs que comportent les observations ; 2° de 
fixer en nombres les coefficients des termes conservés, ou, ce qui revient au 
même, de trouver la valeur approchée dont nous venons de parler. Les données 
du problème sont un nombre suffisamment grand de valeurs de y représentées 
par 

Vl, 2/2, ■■■Vn, 

et correspondantes à un pareil nombre n de valeurs de x représentées par x\, [JMPA 1837:196] 
x 2 ,- • -x n , par conséquent aussi à un pareil nombre de valeurs de chacune des 
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fonctions u, v, w,. . ., valeurs que je représenterai de même par 

Ml, U2, ■ ■ -U n 

pour la fonction u, par 

Vl, V2,...V n 

pour la fonction v, etc. . .. Ainsi, pour résoudre le problème, on aura entre les 
coefficients inconnus a, b, c,. . . les n équations du premier degré 



(2) 



yi = aui + bv\ + cw\ + 
y 2 = au 2 + bv 2 + CW2 + 



y n = au n + bv n + cw n + ..., 
qui, si l'on désigne par i l'un quelconque des nombres entiers 

1, 2,...n, 
se trouveront toutes comprises dans la formule générale 

(3) yi = aui + bvi + cwi + 

On effectuera la première approximation en négligeant les coefficients 6, c,. . ., 
ou, ce qui revient au même, en réduisant la série à son premier terme. Alors la 
valeur générale approchée de y sera 

(4) y = au; 

et, pour déterminer le coefficient a, on aura le système des équations 

(5) yi=aui, y 2 = au 2 ,...y n = au n . 

Les diverses valeurs de a que l'on peut déduire de ces équations (5) considérées 

chacune à part, ou combinées entre elles, seraient toutes précisément égales si 

les valeurs particulières de y, que nous supposons données par l'observation, 

étaient rigoureusement exactes. Mais il n'en est pas ainsi dans la pratique où [JMPA 1837:197] 

les observations comportent des erreurs renfermées entre certaines limites ; et 

alors il importe de combiner entre elles les équations (5) de manière que, dans 

les cas les plus défavorables, l'influence exercée sur la valeur du coefficient a par 

les erreurs commises sur les valeurs de j/i, y 2 ,. . ., y n soit la moindre possible. 

Or, les diverses combinaisons que l'on peut faire des équations (5) pour en tirer 

une nouvelle équation du premier degré, par rapport à a, fournissent toutes des 

valeurs de a comprises dans la formule générale 

,„*, kiyi + k 2 y 2 + . . . k n y n 

(6) 



fciui + k 2 u 2 + • • • k n u n ' 



que l'on obtient en ajoutant membre à membre les équations (5) après les avoir 
respectivement multipliées par des facteurs constants k\, k 2 ,. . ., k n .I\ y & plus ; 
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comme la valeur de a déterminée par l'équation (6) ne varie pas quand on fait 
varier simultanément les facteurs k\, k 2 ,- . ., k n dans le même rapport, il est clair 
que parmi ces facteurs, le plus grand (abstraction faite du signe) peut toujours 
être censé réduit à l'unité. Remarquons enfin que, si l'on nomme 

ei, e 2l • ■ • , e n , 

les erreurs respectivement commises dans les observations sur les valeurs de 

î/l, 2/2,- •• , Vn, 

la formule précédente (6) fournira pour a une valeur approchée, dont la différence 
avec la véritable sera 

( „s feiei + k 2 e 2 + • ■ • + k n e n 



feiui + k 2 u 2 + . . . + k n u n 

Il faut maintenant choisir fci, k 2 ,. . ., fc„ de telle sorte que, dans les cas les plus 
défavorables, la valeur numérique de l'expression (7) soit la moindre possible. 
Représentons par 

Sui 

la somme des diverses valeurs numériques de m, c'est-à-dire ce que devient le [JMPA 1837:198] 
polynôme 

±«1 è «2 è . . . ± ti„ 

quand on y dispose de chaque signe de manière à rendre chaque terme positif. 

Représentons par Se^ non la somme des valeurs numériques e\, e 2 ,. . ., e„, mais 

ce que devient la somme Sv,i, quand on y remplace chaque valeur de Ui par la 

valeur correspondante de ej. Si l'on réduit à +1 ou à —1 chacun des coefficients 

ki, k 2 ,. . ., k n , en choisissant les signes de manière que, dans le dénominateur de 

la fraction 

fcigi + k 2 e 2 + . . . + k n e n 

kim + k 2 u 2 + . . . + k n u n 
tous les termes soient positifs, cette traction sera réduite à 

(8) |^; 

et elle offrira une valeur numérique tout au plus égale au rapport 

E 
Sui 

si l'on désigne par E la somme des valeurs numériques de e, ou, ce qui revient 
au même, la valeur numérique de Se^ dans le cas le plus défavorable. D'autre 
part, en attribuant à fci, k 2 ,..., k n des valeurs inégales dont la plus grande 
(abstraction faite des signes) soit l'unité, on obtiendra pour dénominateur de 
la fraction une quantité dont la valeur numérique sera évidemment inférieure à 
Swj, tandis que la valeur numérique du numérateur pourra s'élever jusqu'à la 
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limite E; ce qui arrivera effectivement si les erreurs ei, £2,..., e n sont toutes 
nulles, à l'exception de celle qui sera multipliée par un facteur égal, au signe 
près, à l'unité. Il en résulte que la plus grande erreur à craindre sur la valeur de 
a déterminée par la formule 

fciî/i + k 2 y 2 + ■■■ k n y n 
a ■ 



kmi + k 2 u 2 + . .. k n u n 
sera la moindre possible si l'on pose généralement 

h = ±1, 

en choisissant les signes de manière que dans le polynôme [JMPA 1837:199] 

fci«i + k 2 u 2 + . . . + k n u n 
tous les termes soient positifs. Alors cette formule donnera 

(9) a= W 

Sj/j étant ce que devient la somme Sut quand on y remplace chaque valeur de 
Ui par la valeur correspondante de y i} et l'équation y = au deviendra 



(10) 


U G 

y = -^—°y'. 


Si l'on fait pour abréger 




(H) 


u 
Sui ' 


on aura simplement 




(12) 


y = aSyi. 



Si l'on supposait généralement u = 1, l'équation y = au, réduite à 

y = a, 

exprimerait que la valeur de y est constante ; et comme on aurait alors 

u 1 

bui n 



la formule y = aSyi donnerait 



y = — Sj/i- 

n 



Donc alors on devrait prendre pour valeur approchée de y la moyenne arithmé- 
tique entre les valeurs observées ; et la plus grande erreur à craindre serait plus 
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petite pour cette valeur approchée que pour toute autre. Cette propriété des 
moyennes arithmétiques, jointe à la facilité avec laquelle on les calcule, justifie 
complètement l'usage où l'on est de leur accorder la préférence dans l'évalua- 
tion des constantes arbitraires qui peuvent être déterminées directement par [JMPA 1837:200] 
l'observation. 

Soit maintenant Ay le reste qui doit compléter la valeur approchée de y 
fournie par l'équation 

(12) y = aSy t , 
en sorte qu'on ait 

(13) y = aSyi + Ay. 
Posons de même 

(14) v = aSvi + Av, w = aSwi + Ato, etc 

On tirera de la formule j/j = aUi + bvi + cwi + etc.. . ., 

(15) Syi = aSui + bSvi + cSwi + etc. ... ; 

puis de cette dernière, multipliée par a, et soustraite de l'équation (1), 

(16) Ay = bAv + cAw + etc 

Soient d'ailleurs ctj, At/j, Avj, AvJi,. . . ce que deviennent les valeurs de a, 
Ay, Av, Aw,. . . tirées des équations (11), (13) et (14), quand on y remplace x 
par Xi, i étant l'un des nombres entiers 1, 2,. . .n. Si les valeurs de 

Ayi, Ay 2 ..., Ay n 

sont très petites, et comparables aux erreurs que comportent les observations, il 
sera inutile de procéder à une seconde approximation, et l'on pourra s'en tenir 
à la valeur approchée de y fournie par l'équation y = aSy^. Si le contraire a 
lieu, il suffira, pour obtenir une approximation nouvelle, d'opérer sur la formule 
(16) qui donne Ay = bAv + etc., comme dans la première approximation l'on a 
opéré sur la formule (1) y = au + etc. 
Cela posé, désignons par 

S'Aw, 

la somme des valeurs numériques de Avi, et par [JMPA 1837:201] 

S Aj/j, S' Auii, etc. . . . 

les polynômes dans lesquels se change la somme S'A^j, quand on y remplace 
chaque valeur de Avi, par la valeur correspondante de Ay^ ou de AvJi ... ; soit 
enfin 

P S'A^ ' 
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si l'on peut, sans erreur sensible, négliger dans la série (1) le coefficient c du 
troisième terme et ceux des termes suivants, on devra prendre pour valeur ap- 
prochée de Ay 

(18) Ay = (3S , Ay l . 

Soit A 2 y le reste du second ordre qui doit compléter cette valeur approchée, et 
faisons en conséquence 

(19) Ay = [3S'Ay l + A 2 y. 
Posons de même 

(20) Aw = fiS'Awi + A 2 w, etc. ... : 
on tirera successivement, de la formule (16), 

(21) Ayi = bAvt + cAwi + etc 

(22) S'Ay, = bS'Av, + cS'Aw, + etc. ... ; 

puis cette dernière, multipliée par (3 et retranchée de l'équation (19), 

(23) A 2 y = cA 2 w + etc. . . . 

Soient d'ailleurs /%, A 2 yi, A 2 Wi,. . ., ce que deviennent les valeurs de (3, A 2 yi, 
A 2 Wi,. . ., tirées des équations (17), (19) et (20), quand on y remplace x par Xi, 
i étant l'un des nombres entiers 1, 2,. . ., n. Si les valeurs de 

A 2 yi , A 2 y 2 ,..., A 2 y n 

sont très petites et comparables aux erreurs que comportent les observations, 

il sera inutile de procéder à une nouvelle approximation, et l'on pourra s'en [JMPA 1837:202] 

tenir à la valeur approchée de Ay fournie par l'équation (18). Si le contraire a 

lieu, il suffira, pour obtenir une troisième approximation, d'opérer sur la formule 

(23) qui donne A 2 y, comme l'on a opéré dans la première approximation sur la 

formule (1). En continuant de la sorte, on obtiendra la règle suivante : 

L'inconnue y, fonction de la variable x, étant supposée développable en une 
série convergente 

(I) au + bv + cw + . . . 

où u, v, w,. . ., représentent des fonctions données de la même variable, si l'on 
connaît n valeurs particulières de y correspondantes à n valeurs particulières 

de x, si d'ailleurs on nomme i l'un quelconque des nombres entiers 1, 2,. . ., n, 
et yi, Ui, Vi,. . ., ce que deviennent y, u, v,. . ., quand on y remplace x par Xj ; 
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alors, pour obtenir la valeur générale de y avec une approximation suffisante, 
on déterminera d'abord le coefficient a à l'aide de la formule 

(II) u = aSui, 

dans laquelle Suj désigne la somme des valeurs numériques de m, et la différence 
du premier ordre Ay à l'aide de la formule 

(III) y = aSy, + Ay. 

Si les valeurs particulières de Ay, représentées par Ayi, Aj/2,- • • Ay n , sont com- 
parables aux erreurs d'observation, on pourra négliger Ay et réduire la valeur 
approchée de y à 

aSyi. 

Dans le cas contraire, on déterminera (3 à l'aide des formules 

(IV) v = aSvi + Av, Av = pS'Avi, 

S'Avi étant la somme des valeurs numériques de Avi, et la différence du second [JMPA 1837:203] 
ordre A 2 y à l'aide de la formule 

(V) Ay = /3S'A yî + A 2 y. 

Si les valeurs particulières de A 2 y, représentées par A 3/1, A 2 y 2 ,- • -, A 2 y n , sont 
comparables aux erreurs d'observation, l'on pourra négliger A 2 y et réduire en 
conséquence la valeur approchée de y à aSyi + (3a$' Ayi. 
Dans le cas contraire, on déterminera 7 par les formules 

(VI) w = a§ Wi + Aw, Aw = f3S'A Wl + A 2 w, A 2 w = 7 S"A 2 Wî , 

S"A 2 Wj étant la somme des valeurs numériques de A 2 u>i, et la différence du 
troisième ordre A 3 y par la formule 

(VII) A 2 y = 7 S"AV + A 3 y, etc 



Ainsi, en définitive, en supposant les coefficients a, f3, 7,. . . déterminés par le 
système de ces équations, etc.,. . ., on devra calculer les différences des divers 
ordres représentées par 

Ay, A 2 y, A 3 y, . . . , 

ou plutôt leurs valeurs particulières correspondantes aux valeurs X\, X2,- ■ ., x n 
de la variable x, jusqu'à ce que l'on parvienne à une différence dont les valeurs 
particulières soient comparables aux erreurs d'observation. Alors il suffira d'éga- 
ler à zéro la valeur de cette différence tirée du système des équations (III) , (V) , 
(VII). . ., pour obtenir avec une approximation suffisante la valeur de y. Cette 
valeur générale sera donc 

y = aSy z ,ou y = aSy { + /îS'Ay^ou etc , 
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suivant que l'on pourra, sans erreur sensible, réduire la série à son premier terme, 
ou à ses deux premiers termes. . .. Donc, si l'on nomme m le nombre des termes 
conservés, le problème de l'interpolation sera résolu par la formule 

y = aS yi + f3S'A yi + jS // A 2 y i + etc. 

le second membre étant prolongé jusqu'au terme qui renferme A m ~ 1 yi. 

Il est bon d'observer que des formules précédentes on tire non-seulement 

Sa, = 1; SA = 0, S'A = 1; S 7 , = 0, S' 7î = 0, S% = 1, etc. ... ; 



[JMPA 1837:204] 



mais encore 



SAw, = 0; SAwi = 0, SA 2 w, = 0, S'A 2 ^ = 0, etc. 



et 

SAy, = 0; SA 2 y, = 0, S'A 2 y, = 0; SA 3 y t = 0, S'A 3 ^ = 0, S"A 3 yî = 0, . . . 

Ces dernières formules sont autant d'équations de condition auxquelles doivent 
satisfaire les valeurs particulières de a, /3, 7,. . ., ainsi que celles des différences 
des divers ordres de u, v, w,. . ., y ; et il en résulte qu'on ne peut commettre dans 
le calcul de ces valeurs particulières aucune erreur de chiffres sans en être averti 
par le seul fait que les équations de condition cessent d'être vérifiées. 

En résumé, les avantages des nouvelles formules d'interpolation sont les sui- 
vants : 

1°. Elles s'appliquent aux développements en séries, quelle que soit la loi 
suivant laquelle les différents termes se déduisent les uns des autres, et quelles 
que soient les valeurs équidifférentes ou non de la variable indépendante. 

2°. Les nouvelles formules sont d'une application très facile, surtout quand 
on emploie les logarithmes pour le calcul des rapports a, (3, 7,. . ., et des produits 
de ces rapports par les sommes des diverses valeurs des fonctions ou de leurs 
différences. Alors, en effet, toutes les opérations se réduisent à des additions ou 
à des soustractions. 

3°. A l'aide de nos formules les approximations successives s'exécutent avec 
une facilité de plus en plus grande, attendu que les différences des divers ordres 
vont généralement en diminuant. 

4°. Nos formules permettent d'introduire à la fois dans le calcul les nombres 
fournis par toutes les observations données, et d'augmenter ainsi l'exactitude 
des résultats en faisant concourir à ce but un très grand nombre d'expériences. 

5°. Elles offrent encore cet avantage, qu'à chaque approximation nouvelle, 
les valeurs qu'elles fournissent pour les coefficients a, b, c,. . . sont précisément 
celles pour lesquelles la plus grande erreur à craindre est la moindre possible. 

6°. Nos formules indiquent d'elles-mêmes le moment où le calcul doit s'arrê- 
ter, en fournissant alors des différences comparables aux erreurs d'observation. 

7°. Enfin les quantités qu'elles déterminent satisfont à des équations de condi- 
tion qui ne permettent pas de commettre la plus légère faute de calcul, sans que 
l'on s'en aperçoive presque immédiatement. 



[JMPA 1837:205] 
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On trouvera dans les nouveaux exercices de mathématiques de nombreuses 
applications de nos formules d'interpolation. 
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NOTE 

Sur un passage de la Mécanique céleste, relatif à la Théorie de la 

Figure des Planètes; 

Par J. LIOUVILLE. 



[JMPA 1837:206] 



I. 

On s'est beaucoup occupé de la recherche des formes permanentes qui peu- 
vent convenir à une masse liquide dont les molécules s'attirent l'une l'autre en 
raison inverse du carré des distances et tournent autour d'un axe fixe avec une 
vitesse angulaire constante. Ce problème, qui se rattache à la théorie de la figure 
des planètes, devait naturellement intéresser les géomètres ; mais il n'a pas été 
résolu par eux d'une manière générale. On s'est borné d'abord a démontrer la 
possibilité de certaines figures d'équilibre. Quand la vitesse angulaire de rotation 
est au-dessous d'une limite indiquée par le calcul, on sait depuis long-temps que 
deux formes au moins sont possibles, toutes deux comprises parmi les ellipsoïdes 
de révolution. Laplace a observé de plus que, pour une impulsion primitive don- 
née, il existe toujours un seul ellipsoïde de révolution satisfaisant aux conditions 
d'équilibre du liquide. Mais ces mêmes conditions peuvent être remplies aussi, 
dans certains cas, par un ellipsoïde à trois axes inégaux. Ce dernier théorème 
est dû à M. Jacobi. J'en ai donné dans le XXIII e cahier du Journal de l'Ecole 
polytechnique une démonstration très simple. 

Quand on envisage le problème dont nous nous occupons ici, sous le point de 
vue de ses applications à la physique céleste, la question se simplifie beaucoup 
à cause du peu de différence qui existe entre la figure d'une sphère et celle des 
planètes et des satellites. En négligeant le carré de cette différence, on prouve en 
effet que la figure d'équilibre de la masse fluide est toujours celle d'un ellipsoïde 
de révolution dont le petit axe coïncide avec l'axe fixe. Pour démontrer cette pro- 
position importante, Laplace a employé deux méthodes distinctes que l'on trouve 
exposées au livre 3 e de la Mécanique céleste. La première de ces deux méthodes 
repose sur la possibilité de développer une fonction Y de deux variables [i et w 
en une série que les géomètres désignent ordinairement par Yo + Yi + Y2 + etc., 
et dont les divers termes jouissent de plusieurs belles propriétés aujourd'hui bien 
connues. Après l'avoir donnée, Laplace ajoute : «L'analyse précédente nous a 
conduits à la figure d'une masse fluide homogène en équilibre, sans employer 
d'autres hypothèses que celle d'une figure très peu différente de la sphère. Elle 
fait voir que la figure elliptique qui, par le chapitre précédent, satisfait à cet 
équilibre, est la seule alors qui lui convienne. Mais comme la réduction du rayon 
du sphéroïde en une série de la forme a(l + oY + aX\ + . . .) peut faire naître 
quelques difficultés, nous allons démontrer directement et indépendamment de 
cette réduction que la forme elliptique est la seule figure d'équilibre d'une masse 
fluide homogène, douée d'un mouvement de rotation, ce qui, en confirmant les 



[JMPA 1837:207] 
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résultats de l'analyse précédente, servira en même temps à dissiper les doutes 
que l'on pourrait élever contre la généralité de cette analyse.» Mais cette se- 
conde solution de l'illustre auteur nous paraît incomplète, et c'est à en montrer 
l'imperfection que la présente note sera consacrée. Le vice de la méthode de La- 
place provient de ce qu'il n'a pas démontré à priori que la quantité H dont il fait 
usage (Mécanique céleste, tome II, page 75) est une quantité finie : s'il existait 
une figure d'équilibre pour laquelle on eût H = oo (ce qui arriverait par exemple 
si la variation du rayon du sphéroïde était proportionnelle au cube du cosinus de 
la latitude), cette figure échapperait nécessairement à son analyse. C'est ce que 
l'on verra dans le numéro suivant où je m'efforcerai de développer mon objection 
avec la clarté désirable. Je montrerai ensuite comment on peut en effet résoudre 
la question proposée sans réduire en série le rayon du sphéroïde. Cette dernière 
partie de mon travail intéressera peut-être les géomètres, qui savent combien [JMPA 1837:208] 
il est utile de traiter sous plusieurs points de vue les questions mathématiques 
délicates. 

IL 

En cherchant à déterminer la figure permanente d'une masse liquide ho- 
mogène, dont les molécules s'attirent l'une l'autre avec une force inversement 
proportionnelle au carré des distances, et qui tourne autour d'un axe fixe pas- 
sant par son centre de gravité, Laplace est conduit (Mécanique céleste, tome II, 
page 75) à l'équation 

(A) C= .Y -a / Y'dpdq'sinp- \g(l - ^i 2 ) : 

3 Jo Jo 

fi représente une variable comprise entre —1 et +1 ; c'est le cosinus de l'angle que 
fait avec l'axe de révolution un rayon vecteur quelconque : Y est une fonction 
inconnue de fi, et Y' une fonction semblable de //, c'est-à-dire de ficos 2 p — 
sin pcos q' : a, g, C sont des constantes. Pour déterminer Y, Laplace différentie 

trois fois par rapport à n l'équation (A), et, en observant que = cos 2 p, il 

dfi 
trouve 

4tt d 3 Y r f 27T , , , R d 3 Y' 

= — . — =- — / / dpdq sin p cos p . 



3 rf/i 3 J Jq ' <i/i' 3 

ou, ce qui est la même chose, 

r f 2 * , , . B (1 d 3 Y rf 3 Y' 

0= Jo Jo dpdqsmpcosp ^-^-^- 

«Cette équation, dit-il, doit avoir lieu quel que soit [i : or il est clair que parmi 
toutes les valeurs de fi comprises depuis fi = — 1 jusqu'à fi = 1, il en existe une 
que nous désignerons par h et qui est telle, qu'abstraction faite du signe, aucune 

d 3 Y 
des valeurs de — - ne surpassera celle qui est relative à h : en désignant donc 

dfi 6 
par H cette dernière valeur, on aura 



f n f /7 

0= / / dpdq' sinpcos pi -H 
Jo Jo ^3 



7„ d 3 Y' 
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7 d 3 Y' 

La quantité —H — — — 5- est évidemment du même signe que H, et le facteur [JMPA 1837:209] 
3 d/i M 

sinj>cos 6 p est constamment positif dans toute l'étendue de l'intégrale : les élé- 
ments de cette intégrale sont donc tous du même signe que H, d'où il suit 
que l'intégrale entière ne peut être nulle à moins que H ne le soit lui-même, 

d 3 Y 
ce qui exige que l'on ait généralement = — 5-, d'où l'on tire, en intégrant, 

dfi à 

Y = l + mfi + n[i 2 , l, m, n étant des constantes arbitraires.» 

Ce raisonnement est spécieux et peut séduire au premier aperçu ; mais, en y 

réfléchissant davantage, on voit qu'il cesserait d'être applicable si le maximum 

d 3 Y 
de la fonction — 5- pouvait être infini, ce qui arriverait si l'on avait par hasard 
du 6 



2\l 



Y = (1-^)5, ou Y=(l-^ 2 ) 



etc. 



en sorte que pour l'employer avec sécurité, il faudrait avoir prouvé à priori que 

d 3 Y 
la dérivée — =- ne devient infinie pour aucune valeur de /i, ce que Laplace ne 

d/i 3 
fait nulle part. Pour nous convaincre de l'inexactitude du principe sur lequel il 
s'appuie, considérons un exemple très simple ; et proposons de trouver la fonction 
4>{x) qui satisfait à l'équation 



(B) 



4>(ax)da 



10 



4>{x), 



x étant une variable indépendante. En différentiant trois fois l'équation (B) par 
rapport à x, il vient 

3 



a 6 (j> (ax)da 



10 



r(x), 



ou, ce qui est la même chose, 



(C) 



4>'"{x)-4>'"{ax)\da = 0. 



Maintenant en appliquant à l'équation (C) et à la fonction <j)(x) le raison- 
nement de Laplace, sans y changer un seul mot, on trouvera comme ci-dessus 
4>'"{x) = 0, ce qui est absurde ; car la valeur de 4>(x) qui satisfait à l'équation (B) [JMPA 1837:210] 
est évidemment de la forme 4>(x) = Aa;5, A désignant une constante arbitraire. 

En mettant l'équation 



4>(ax)da = 2<p{x) 



sous la forme 



da[<p{ax) - 2<j>(x)] = 0, 
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on en conclura de même 4>( x ) = 0> tandis que <fi(x) peut avoir cette valeur plus 
générale (f>(x) = —j=. 

V x 

Pour que la démonstration de Laplace fût suffisante, il faudrait donc que ce 

d 3 Y 
grand géomètre eût montré d'abord que la dérivée — 5- a toujours une valeur 

d/i-* 

finie. Et l'on ne doit pas dire que, dans son analyse, il exclut implicitement les 
cas où l'on aurait 

H = 00, 

car il se propose de prouver non pas que la figure ellipsoïdale satisfait à l'équilibre 
de la masse fluide supposée presque sphérique, mais bien qu'aucune autre figure 
ne peut y satisfaire. Exclure d'avance certaines formes de la fonction Y, serait 
évidemment aller contre le but qu'il indique lui-même et ruiner par le fait sa 
propre démonstration. La seule condition à laquelle la fonction Y soit soumise, 
c'est de ne devenir jamais infinie. Ainsi, pour trouver la valeur de Y, satisfaisant 
à l'équation (A), il faut employer une méthode très différente de celle de Laplace. 
Je vais exposer cette méthode. 

III. 

Soient Ox, Oy, Oz trois axes rectangulaires. Imaginons autour du point O 
une masse fluide homogène A qui tourne autour de l'axe Oz avec une vitesse 
constante et dont les molécules s'attirent l'une l'autre en raison inverse du carré 
des distances. La figure permanente de cette masse liquide dépendra de l'inten- 
sité de la force centrifuge qui s'exerce à la distance 1 de l'axe de rotation : nous [JMPA 1837:211] 
désignerons cette intensité par g et nous la supposerons assez petite pour que la 
figure du liquide soit très peu différente de celle d'une sphère. Nous prendrons 
en outre pour unité la force attractive produite à l'unité de distance entre deux 
masses égales à l'unité. Cela étant, considérons un point M placé à la surface 
libre du liquide : nommons 6 l'angle MOz et fi le cosinus de 9, r le rayon vecteur 
OM, w l'angle compris entre la projection de r sur le plan des xy et l'axe des x : 
représentons par 9' , jj! ', r' , w' les quantités analogues à 9, /i, r, w pour un autre 
point M' pris dans l'intérieur de A. L'élément de A dont le centre est en M' sera 
exprimé par r' 2 sin 9' d& dvj' dr' ou par r' 2 d[i' 'dru' ' dr' . La distance du point M au 
point M' sera 

yr 2 + r' 2 — 2rr'P, 

P étant le cosinus de l'angle compris entre les deux droites r et r', en sorte que 
l'on a 

P = cos 9 cos9' + sin(9sin#'cos(îZ7 — vj'), 



P = (X(x' + v 1 — fJ. 2 yl — /i' 2 • cos(zu 



VJ 



La somme V des éléments de A divisés par leurs distances respectives au point 
M sera exprimée par l'intégrale triple 

, r'" 2 'du' 'dm' ' dr' 
yy2 _|_ r >2 _ 2rr'P 
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les intégrations s'étendant à la masse A tout entière. Et la figure permanente 
de cette masse sera déterminée par l'équation 

o 
QT 

(1) V H (1 — fi ) = constante, 

qu'il est aisé de démontrer par les formules connues de l'hydrostatique. L'équa- 
tion (1) doit servir, comme on voit, à déterminer r en fonction des deux variables 
indépendantes /i, vu. 

Nous supposerons désormais que l'origine O est placée au centre de gravité 
du sphéroïde : nous désignerons par a la plus petite valeur de r : la valeur [JMPA 1837:212] 
générale de ce rayon vecteur sera donc de la forme 

r = o(l + aY), 

a étant un très petit coefficient et Y une fonction inconnue de /i et tu : à cause 
de la petitesse de a et de g, on négligera dans le calcul les quantités de l'ordre 
ag et de l'ordre a 2 . La valeur de V se composera de deux parties distinctes : 
l'une relative à la sphère du rayon a est exprimée par 

47TO 2 , 

-g-(l-aY): 

l'autre, relative à l'excès du sphéroïde sur la sphère, a pour valeur 



a . a 



r2 * Y'd/i'dw' 



.1 J V2 -2P ' 
Y' désigne ce que devient Y lorsqu'on y change fi en // et vu en w' . 

IV. 
Cette expression de V, savoir, 

Aira 2 , , 2 f +1 f 2w Y'du'dw' 

n'est pas la seule dont on puisse faire usage. D'après la transformation très 
ingénieuse donnée par Laplace à la page 73 1 du tome II de la Mécanique céleste, 
on a aussi 

^1 2 /*7T /•2-7T 

(3) V= (1 - aY) + aa 2 / / Y'sinpdpdq', 

3 Jo Jo 

les nouvelles variables p, q' ', étant liées aux anciennes /i' , zu' par deux relations 

dont l'une est [JMPA 1837:213] 



1 A la page citée, Laplace considère spécialement un sphéroïde de révolution; mais son 
analyse est générale et s'étend sans modifications à tous les sphéroïdes très peu différents de 
la sphère. 
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/i' = /jcos p — sin pcosq', 

et dont l'autre est inutile à l'objet que nous nous proposons ici. 

En comparant ces deux valeurs de V, qui doivent être identiquement égales, 
on tombe sur une formule remarquable, savoir 

+ 1 t'2-IT -y/ t 11 I t'TT t<2-K 

I — . = / / Y' sin pdpdq' . 

_i 7 V2^2P J Jo 

Dans cette formule, la fonction Y de /x, w est arbitraire : toutefois elle ne doit 
jamais devenir infinie, lorsque /x varie de —1 à +1 et w de à 2ir. Lorsque Y 
est une fonction F(/x) indépendante de w, on a, d'après cela, 

fl f^vu'Wdw' r r 2 * , 2 2 a 

/ — = / / F(/icos p — sin p cos q ) sin pdpdq . 

i Jo V2 — 2P Jo "'o 

En particulier si l'on pose F(y^) = /i™, n étant un nombre entier positif quel- 
conque, il vient 

+ 1 ^ ^dfjL'dw' r r 2 *, 2 . 2 , , 

/ — = / / (/icos p-sin pcosq) .sin pdpdq , 

1 Jo v 2 - 2P Jo Jo 

et comme l'intégrale placée au second membre est toujours facile à calculer, on 
voit qu'il en sera de même de l'autre intégrale 

+1 r 27T fj,' n dfj,'dw' 

i J \/2^2P ' 

en développant en effet (/icos 2 p — sin pcosq r ) n par la formule du binôme 
de Newton et multiplant ensuite les divers termes de ce développement par 
sin pdpdq', il est évident que l'intégrale du premier terme \x n cos 2n p sin pdpdq' 

sera : celle du terme suivant sera nulle ainsi que celle de chaque terme 

2n + 1 
de rang pair : le résultat de l'intégration sera donc une fonction entière de [i de 

la forme 

47T ^ , n ..n-2 , n ..n-i , 



Q xl i n - Z + C 2 /z r 



2n+ 1 
Ci, C 2 ,. • • étant des constantes dont il est inutile d'écrire ici les valeurs; et l'on [JMPA 1837:214] 



aura 



Ci^i + etc. 



i Jo V2-2P 2n + 1 

En changeant /i' en /x et /z en /x', ce qui n'altère pas la valeur de P, on obtiendra 
semblablement 

y ' J-i Jo V2-2P 2n+l 

La formule (4) nous sera par la suite d'un grand secours. 
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V. 

En mettant pour V sa valeur (2) dans l'équation (1) et observant que l'on 
peut, à cause de la petitesse de g, poser r = a dans le second terme, cette 
équation devient 

(l-aY) + aa 2 / = H -(1 - fi) = const.; 



V2-2P 2 



ou plus simplement 



3 7-i Jo V2 - 2P 2a 

C étant une constante. On pourra aussi lui donner cette autre forme équivalente 

47r ^ / / v/^-.j-jJ ^ , S /-, ..2, 



(6) ^T Y -/ / Y'sinpdpd g ' = C+^-(l-/i 2 ), 

3 J J 2a 

en employant la valeur (3) de V. Pour en tirer Y, le moyen le plus simple est 

de développer cette inconnue en une série Yo + Yi + etc. dont les géomètres ont 

étudié les propriétés avec beaucoup de soin. La solution dont je parle est exposée 

à la page 69 du deuxième volume de la Mécanique céleste : nous ne voulons 

point nous en occuper ici. Observons seulement que, pour que cette méthode 

soit complète et rigoureuse, il faut qu'on ait démontré à priori la possibilité de 

représenter par un développement de la forme Y0+Y1 + . . . (entre les limites —1, [JMPA 1837:215] 

+ 1, et 0, 2tt de /z et de tu) toute fonction Y qui ne devient pas infinie entre ces 

limites. Laplace ne possédant pas une telle démonstration avait lieu de craindre 

que sa méthode ne fût insuffisante. C'est ce qui l'a porté à chercher un autre 

procédé pour déterminer, directement et indépendamment des suites infinies, 

la valeur de Y qui satisfait à l'équation (5). Mais, comme je l'ai expliqué dans 

l'introduction, le principe dont il a fait usage est tout-à-fait inadmissible. Nous 

allons donc essayer d'atteindre par une autre voie le but qu'il s'était proposé, 

savoir de trouver la valeur de Y, sans recourir à l'emploi des séries. 

Nous décomposerons, comme lui, la question en deux parties. 

1°. Nous supposerons que la figure du sphéroïde en équilibre soit de révolu- 
tion : Y sera alors fonction de /1 seulement, et, dans cette hypothèse, nous en 
déterminerons la valeur. 

2°. Nous prouverons qu'en effet la figure du sphéroïde ne peut être que de 
révolution. Pour cette dernière partie du problème, nous renverrons le lecteur 
au livre III e de la Mécanique céleste, où elle est traitée d'un manière exacte et 
complète : c'est donc à la première qu'il faut spécialement nous attacher. 

VI. 

D'après un théorème connu, démontré par Maclaurin, nous savons d'avance 
que l'équilibre de la masse fluide peut subsister en attribuant à cette masse la 
forme d'un ellipsoïde de révolution. Il est donc évident qu'on aura une solution 
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particulière de l'équation (6), et par suite de l'équation (5), en posant Y = 
M + Nfi 2 et en déterminant convenablement les constantes M, N. En substituant 
cette valeur de Y, on trouve en effet qu'elle satisfera à l'équation (6) si l'on prend 

3 ff 3C „ 15 3 

M = — , N 



16an 8tt ' 16air 

Cela posé, la valeur générale de Y pourra être mise sous la forme 

,„s ,r 3o 3C 15g 2 

Ibair 57T 16a7r 

Z étant une fonction inconnue de /i qui doit satisfaire à l'équation nouvelle [JMPA 1837:216] 

An f +1 f 27r Vdn'dw' 

dans laquelle Z' désigne ce que devient Z lorsqu'on y change fi en //. On déduit 
l'équation (8) de l'équation (5) en y remplaçant Y par sa valeur (7) : la solution 
particulière Y = M + N/i 2 que l'on a obtenue à l'aide de l'équation (6) sert, 

comme on voit, à faire disparaître le second membre C-\ (1 — /i 2 ) de l'équation 

2a 

(5). 

VIL 

Nous allons prouver que la fonction inconnue Z est égale à zéro. Pour cela 
nous ferons usage du théorème suivant qui se trouve démontré dans mon Journal 
de Mathématiques (tome II, page 1) : 

«Soit ^(/i) une fonction de /x déterminée mais inconnue, qui ne devienne ja- 

f +i 
mais infinie lorsque /! croît de —1 à +1. Si l'on a constamment / ^"^(/i)^ = 

0, n étant un quelconque des nombres entiers 0, 1, 2, 3,. . ., on aura aussi 
^(/i) = 0, entre les limites \x = — 1, /i = +1.» 

Pour prouver que Z = 0, il suffira donc de prouver que l'on a 

fi n Zdfj, = 0, 

-i 

n étant un nombre entier quelconque, nul ou positif. 

En multipliant par dfi les deux membres de l'équation (8) et intégrant ensuite 
depuis fi = —1 jusqu'à fi = +1, on a 

+1 f +1 f +1 . (^ Z'dtu' 

L'intégrale triple contenue dans l'équation que je viens d'écrire peut être mise 
sous la forme 

1 , , f +1 f 2ir dm' 
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Mais par la formule (4) il vient [JMPA 1837:217] 

au / = = 47T : 

notre intégrale triple est donc égale à 

,+i 
4tt / 7/ du', 

ou, ce qui est la même chose, à 

4tt / Zdfi. 

Par suite on a 

4tt f +1 f +1 

— / Zdfi - 4tt / Zdfi = 0, 

ce qui exige que 

-1 

Zdfi = 0. 
J-\ 

Pour prouver que / fiZdfi = 0, il faut se rappeler que l'origine O des coordon- 



/: 



nées est en même temps le centre de gravité du sphéroïde. En effet le moment 
de l'élément r l2 d^! dm' dr 1 par rapport au plan des xy est 

r' . fï 'dfï ' dw' ' dr : 

pour que ce plan contienne le centre de gravité, il faut donc que l'on ait 

r' 3 . n'dn'dw'dr' = 0, 

les intégrales s'étendant au volume entier du liquide. On effectuera d'abord 
l'intégrale relative à r' depuis r' = jusqu'à r' = a(l + aY'), et en négligeant 
le carré et les puissances supérieures de a, on aura 

+ 1 j-2-n 

/ //. {1 + 4aY)' d^i' dm' = : 
î Jo 

Y' étant indépendant de w' , cette équation de condition se réduit à 

+ 1 r + l 

n'Y'd/j,' ou / fjYdfi = 0, 
-î J -î 

d'où résulte immédiatement [JMPA 1837:218] 

»+i 

\1Zd\1 = 0, 
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puisque Y ne diffère de Z que par la fonction paire M + N^t 2 . 
Actuellement il suffira de prouver que si les intégrales 

-1 r+l f+1 

Zdfi, / fiZdfi, • • • / A 1 ™ - Zd/i 
-1 J-i J-i 

sont nulles pour une certaine valeur de n égale à 2 ou > 2, l'intégrale suivante 

fi 

/j, n Zd/i est nulle aussi. Cela fait, il sera rigoureusement prouvé que l'on a 

Z = 0. 

Or en multipliant par [i n d[i les deux membres de l'équation (8) et intégrant 
par rapport à fi, on obtient 

4tt f +1 „ f +1 „ f +1 . f^Z'du'dw' 

L'intégrale triple contenue dans cette équation, étant mise sous la forme 

(•27T J / 

CLTD 



f + 1 f + 1 fi 

/ Z'dp! / /i™^ / 



V2 - 2P ' 
devient, en vertu de la formule (4), 



f Z< dfl i(^l + CV"- 2 + etc.) : 
J_i V2n+1 / 



changeant p! en fi sous le signe J et omettant les termes multipliés par les 
intégrales nulles 



fi n - 2 Zdfi, / fi n - 4 Zdfi, etc. 



elle se réduit à 

Ait f +1 

2n+ 1 y_j 
en sorte que l'on a 



An f +1 4tt /" +1 

3 7-i 2n+ 1 J_ 1 

et par conséquent [JMPA 1837:219] 

n+l 

fi n Zdfi = 0, 
'-1 

puisque 2n + l est > 3. 

Concluons de cette analyse qu'en se bornant aux sphéroïdes de révolution, 
les formes possibles d'équilibre très peu différentes de la sphère sont représentées 
par l'équation générale 

3g 3aC 15g 



c\ v^ fi , à 9 àaKj lb 9 2 \ 



174 



laquelle se simplifie en observant que a représente (n° III) la plus petite valeur 
de r : en effet la plus petite valeur de r répond à ^t 2 = 1 : on a donc 

3p 3aC 15g \ 
1 H = a, 

167T 87T 167T/ 



d'où l'on tire 

o(l + 



( 1 + — - 3aC ) = ail + —) 
V 16tt 8tt / V 16W' 

et par suite, 



(9) -«hS» 1 -" 2 

L'équation (9) est celle d'un ellipsoïde qui se réduit à une sphère lorsque 
g = ; en sorte que la sphère est la seule figure de révolution qui satisfasse à 
l'équilibre d'une masse fluide homogène immobile, du moins lorsqu'on suppose 
à priori cette figure presque sphérique. 

C'est en partant de ce dernier théorème que l'on prouve ensuite que parmi 
toutes les figures très peu différentes de la sphère (qu'elles soient ou non de 
révolution) une seule peut satisfaire à la condition d'équilibre du fluide tournant 
autour d'un axe. En sorte que la surface de ce fluide est nécessairement celle de 
l'ellipsoïde déterminé par l'équation (9). Mais sur ce point, comme nous l'avons 
déjà dit, nous renverrons au livre III e de la Mécanique céleste (tome II, page 
76.) 
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EXTRAIT 

D'un Mémoire sur le développement des fonctions en séries dont les 
différents termes sont assujettis à satisfaire à une même équation 
différentielle linéaire, contenant un paramètre variable ; 

Par MM. C. STURM et J. LIOUVILLE. 



[JMPA 1837:220] 



Soient x une variable indépendante comprise entre deux limites données x, 
X ; g, k, l trois fonctions positives de x ; r un paramètre indéterminé ; et V une 
fonction de x et de r, qui satisfasse à la fois à l'équation indéfinie 



(1) 



et à la condition définie 



dx 



+ {gr-l)V = 0, 



(2) 



dV 

dx 



hV = pour 



dans laquelle h représente un nombre donné positif. Il est aisé de trouver une 
fonction V qui vérifie ces deux équations et qui ne devienne identiquement nulle 
pour aucune valeur déterminée de r, lorsque x reste indéterminée. On s'est beau- 
coup occupé des propriétés de la fonction V dans différents mémoires auxquels 
nous renverrons le lecteur 1 . 

Désignons par H un coefficient positif et par w(r) ce que devient la quantité 



dV 

dx 



- HV lorsqu'on y fait x = X : on sait que l'équation w(r) = a une infinité 

de racines toutes réelles et positives que nous nommerons r 1; r 2 ,. . . r n ,. . . en les 
supposant rangées dans un ordre de grandeurs croissantes. Nous représenterons 
par V„ ou V n (x) ce que devient V lorsqu'on fait r = r n . Ainsi l'on aura à la fois 



(3) 
(4) 
(5) 



<>%) 



dx 



dx 

dVn 

dx 



HV r 



0„ - ov„ = o, 

= pour x = 
= pour x = 



X. 



(6) 



Cela posé, on peut chercher à sommer la série 

v„ I 



V„ / gV n f{x)dx 



gV^dx 



'Tome I de ce Journal, pages 106, 253, 269, 373, et tome II, page 16 (PDF:19). 



[JMPA 1837:221] 
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dans laquelle le signe S s'applique aux valeurs successives 1, 2, 3,. . . de l'indice n, 
et où f(x) est une fonction arbitraire de x qui ne devient jamais infinie. Soit F(a;) 
la somme demandée. Il s'agit de prouver d'une manière directe et rigoureuse que 
l'on a F(a;) = f(x). Déjà l'un de nous a traité cette question dans un mémoire 
particulier; mais comme la série (6) se présente dans une foule de problèmes 
de physique mathématique, nous avons pensé qu'il était bon de revenir sur ce 
sujet. Au surplus, la méthode dont nous allons faire usage diffère beaucoup de 
celle que l'on a d'abord employée. 

Combinons entre elles les équations (1) et (3) ; en ayant égard aux conditions 
(2), (4), nous aurons sans difficulté 



k / dV n dV\ 

gVV n dx = V— - - V„ — 

r — r„ V dx dx / 



k f„<N n ,, dN- 

dV r . 



En posant x = X et se rappelant que, pour cette valeur de x, h HV„ se 

dx 

réduit à zéro et h HV à w(r), il vient donc [JMPA 1837:222] 

dx 

(7) / gVV n dx=-KV n (X).^^; 

J x r-r n 

K et V n (X) représentent les valeurs respectives de k et de V„ pour x = X. Dans 
le cas particulier où r = r n , le second membre de la formule (7) prend la forme 
§ : en cherchant alors sa vraie valeur par la règle connue, on trouve 



(8) / gV 2 n dx=-KV n (X)m'(r n ). 

«Vx 

V 
D'un autre côté on peut démontrer que la fraction — — est décomposable 

wyr) 

en fractions simples. Par les méthodes connues pour ce genre de décomposition, 
on obtient 

^ = S { Y? }, 

w{r) L(r- r n )zu'{r n )i 

d'où résulte 

r w(r)V n i 



(9) V 



(r- r n )w'(r„) 



A l'aide des formules (7) et (8), on peut éliminer vj(r), w'(r n ) '■ cette élimination 
faite, si l'on multiplie l'équation (9) par gf(x)dx et si l'on intègre ensuite, on 
obtient finalement 

x /-X 

x jj / gW n dx . I gV n f(x)dx 

gVf(x)dx 




I gVldx 

«Vx 
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Mais en multipliant par gVdx et intégrant les deux membres de l'équation 



F(aj) = S < 



on a de même 



gVF(x)dx = S < 



V n / gV n f{x)dx 



gV^dx 



X /-X 

gW n dx . / gV,J(x)dx 



gVldx 



Les deux intégrales 



x ^.x 

gVf{x)dx, / gVF(x)dx 



[JMPA 1837:223] 



sont donc égales entre elles, en sorte que l'on a 

rX 



/ 



gV[F(x) - f(x)}dx = 0. 



Cette dernière équation doit avoir lieu quel que soit r, et l'on peut aisément 
prouver qu'elle entraîne la suivante F(x) = f(x), C. Q. F. D. 

La méthode que nous venons d'employer pour sommer la série (6) est à la 
fois très simple et très générale. Elle peut servir à trouver la somme d'un grand 
nombre d'autres séries, comme on le verra dans notre mémoire, où l'analyse 
précédente est présentée sous plusieurs points de vue 2 . 



2 L'abondance des matières nous force à différer la publication de ce Mémoire. L'extrait 
qu'on vient de lire a déjà été imprimé dans le Compte rendu des séances de l'Académie des 



Sciences, tome IV, page 675. 



(J. Liouville) 
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REMARQUES 



Sur les Intégrales des fractions rationnelles ; 
Par M. POISSON. 



[JMPA 1837:224] 



Lorsqu'on passe de l'intégrale indéfinie d'une fraction rationnelle à son in- 
tégrale définie, prise entre les limites zéro et l'infini, il arrive souvent qu'elle se 
réduit à une fonction algébrique des racines de l'équation que l'on obtient en 
égalant à zéro le dénominateur de la fraction proposée, et qu'elle ne contient 
plus qu'une seule quantité transcendante, savoir, le rapport 7r de la circonférence 
au diamètre. Mais cette fonction n'est pas du genre de celles que l'on peut ex- 
primer sans radicaux, au moyen des coefficients de l'équation dont elle renferme 
les racines ; et quoiqu'elle ne doive avoir qu'une seule valeur, elle dépend, néan- 
moins, d'une équation d'un degré supérieur au premier, dont cette valeur est 
une racine déterminée. C'est ce que l'on verra, en effet, par l'exemple suivant, 
auquel il sera facile d'en ajouter, si l'on veut, beaucoup d'autres. 

Je désignerai par a, b, c, g, h, k, des constantes données, et j'appellerai y 
l'intégrale que je prendrai pour exemple, savoir : 

(g + hx 2 + kx A )dx 



Soient 



bx 2 



-/3 2 , — 7 2 , les trois racines, réelles ou imaginaires de l'équation 



x + ax 



bx 2 



0, 



résolue par rapport k x 2 , de sorte qu'on ait 

2 , al , 2 2 al , 2 2 , o2 2 j 2 o2 2 

a + p + 7 = a, ap+ja+p'f=b, a p 7 



(1) 



Afin que le dénominateur de la fraction comprise sous le signe J , ne passe pas [JMPA 1837:225] 
par zéro entre les limites de l'intégration, je supposerai qu'aucune de ces racines 
ne soit positive, ce qui exigera que le dernier terme c soit positif. Les signes de 
a, f3, 7, seront ambigus. Pour fixer les idées, je supposerai aussi que ces trois 
quantités sont positives, ou des imaginaires dont la partie réelle est positive. 
Par la règle ordinaire, on aura 



g — ha 2 + ka 4 
' 2 )(a 2 - 7 2 ï 
2 ^fc/3 4 



{a 2 

g 



■P 2 ){cs-- 
h0 



dx 



(/3 2 - 
9 



a 2 )(/3 2 -7 2 ) 
■ /17 2 + fc 7 4 



(7 2 -a 2 )( 7 2 -/3 2 )7 :r 2 + 7 



x 2 + a 2 


dx 


x 2 + (3 2 


dx 
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Je fais x = az et dx = adz dans la première intégrale, x = f3z et dx = (3dz dans 
la seconde, x = jz et dx = jdz dans la troisième. D'après l'hypothèse que l'on 
vient de faire sur les signes de a, j3, 7, les limites relatives à la nouvelle variable 

z seront toujours zéro et l'infini positif; et à cause de / ^ = -71", il en 



résultera 



1 + z 1 2 



2 g-ha 2 + ka A g- hf3 2 + fc/3 4 g- h-/ 2 + fc 7 4 

-y 



7T a(a 2 -/3 2 )(a 2 - 7 2 ) /3(/3 2 - a 2 )(/3 2 - 7 2 ) 7 ( 7 2 - a 2 )( 7 2 - f3 2 ) ' 

ou bien, en réduisant les trois fractions au même dénominateur, 

2 _ g{a + (3 + 7) + haPj + fca/3 7 (a/3 + 7 q + /3 7 ) 

n V ~ a/?7(a + /3)(7 + a){[3 + 7) ' U 

Soit actuellement 

a + /3 + 7 = u. 

En vertu des équations (1), on aura d'abord 

2(a/3 + 7 a + /3 7 ) = u 2 — a; 

on aura ensuite 

4 [a 2 /? 2 + 7 2 a 2 + /3 2 7 2 + 2a[3 1 {a + (3 + 7)] = (u 2 - a) 2 , 

et, par conséquent, 

(u 2 - a) 2 - 8u^ - 46 = 0, (3) 

où l'on regardera y/c, valeur de a/37, comme une quantité positive. Or, il est [JMPA 1837:226] 

évident qu'on aurait été conduit à cette même équation (3), si l'on eût pris pour 

u l'une des trois quantités a — (3 — 7, 7 — a — f3, (3 — 7 — a, qui se déduisent 

du trinôme a + f3 + 7, en changeant les signes de deux de ses termes, ce qui 

n'empêche pas le produit des trois termes, de rester positif et égal à ^Jc. Il 

s'ensuit donc que les quatre racines de l'équation (5) sont 

a + /3 + 7 , a — j3 — 7, 7 — a — (3, (3 — 7 — a. 

D'ailleurs, les trois quantités a, (3, 7, étant positives ou des imaginaires dont 
la partie réelle est positive, il en résulte qu'une au moins de ces quatre racines 
sera réelle et positive ; et l'on voit aussi que si l'équation (3) a plusieurs racines 
de cette espèce, c'est la plus grande qui exprime la valeur de a + f3 + 7. En 
désignant par p la plus grande racine positive de l'équation (3), il faudra donc 
prendre, dans la formule (2), 

a + (3 + 7 = p, a[3 + 7a + /3 7 = \{p 2 - a); 

comme on a identiquement 

{a + /3)(7 + a){[3 + 7) = {a + (3 + 7) (a/3 + 7a + /3 7 ) - a/3 7 , 
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ou aura, en même temps 

(a + /?)( 7 + at)(0 + 7) = \P{P 2 -a)- ap T , 
et à cause de af3"f = y/c, la formule (2) deviendra 



-y 



2gp + 2hy/c + k(p 2 - a)^fc 
p{p 2 — a)\/c — 2c 



(4) 



en sorte qu'il suffira de calculer la valeur de la plus grande racine de l'équation 
(3), pour en conclure immédiatement la valeur de y. 

En remettant pour y l'intégrale que cette lettre représente, on pourra dé- 
composer cette formule (4), en ces trois autres 



dx 



np 



x dx 

X 
x A dx 

X 



p(p 2 — a)^fc — 2c 
■Ks/c 
p(p 2 — a)\/c — 2c 

tt{p 2 - a)y/c 
2p(p 2 — a)\/c — 4c' 



(5) 



où l'on a fait, pour abréger, 



bx 2 



X. 



Si l'on a, par exemple, a = 0, b = 0, c = 1, l'équation (3) se réduira à 



u — 8u = 0; ses quatre racines seront u = 0, u = 2, u = 1 ± \J — 3; ce sera 
la seconde qu'il faudra prendre pour p ; au moyen de quoi, les équations (5) 
deviendront 



dx 



3' 



x dx 



6' 



x dx 

r 6 



7T 

3 ; 



/0 l + x b 3 J l + x b 6 J 1 + x" 

ce qui coïncide avec les valeurs que l'on déduirait de la formule connue 

x m ~ 1 dx _ Tï 

1 1 ~,n 

/o 



1 



.î" 



rriTT 



nsin 



» 



Dans le cas de a = 3, 6 = 3, c = 1, l'équation (3) a une racine égale à 3, et 
trois racines égales entre elles et à —1. En prenant donc p = 3, les formules (5) 
donneront alors 



dx 



(1 



371 

Î6 : 



x dx 



(1 



7T 

Ï6' 



x dx 



(1 



r2ï3 



3tt 
1~6 ; 



résultats faciles à vérifier, par le procédé de l'intégration par partie. 

En général, si l'on élimine p et p 2 — a, entre les trois équations (5), il vient 



dx 



x dx 
X 



x dx 
X 



7T 
2^ 



x dx 



[JMPA 1837:227] 
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équation indépendante de a et b, et qui fera connaître immédiatement l'une des 
trois intégrales que nous considérons, lorsque les valeurs des deux autres seront 
connues. On aura aussi cette autre équation 

c oo 7 /*oo t 

p / x ax I ax 



VcJo X J X' 

et quand les deux intégrales qu'elle renferme auront été calculées par les quadra- [JMPA 1837:228] 
tures, elle fera connaître la valeur approchée de la plus grande racine positive p 
de l'équation (3). 

La fraction rationnelle donnée ne contenant toujours que des puissances 
paires de la variable ; si son dénominateur est du huitième degré, l'équation 
dont sa valeur dépendra, se réduira au quatrième degré, comme l'équation (3), 
et ce sera encore la plus grande racine positive de cette équation qu'il faudra 
employer dans cette valeur. 

Après avoir décomposé une fraction rationnelle en fractions simples dont les 
dénominateurs soient du premier ou du second degré ; si l'on suppose que le 
nombre qui marque le degré du dénominateur de la fraction proposée devienne 
infini, le nombre des fractions simples le deviendra aussi, et elles formeront une 
série infinie dont la fraction donnée exprimera la valeur. On obtient par là, 
sans intégration, les sommes des diverses séries qu'Euler et D. Bernouilli ont 
considérées, et qui sont déterminées d'une autre manière dans mes mémoires 
sur les intégrales définies 1 ; mais je n'ai pas vu que ce moyen conduisît à des 
résultats qui ne fussent pas déjà connus. 



1 Journal de l'Ecole Polytechnique, XVIII e cahier, pages 311 et suivantes. 
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MÉMOIRE 

Sur le degré d'approximation qu'on obtient pour les valeurs numé- 
riques d'une variable qui satisfait à une équation différentielle, en 
employant pour calculer ces valeurs diverses équations aux diffé- 
rences plus ou moins approchées ; 

Par G. CORIOLIS. 



[JMPA 1837:229] 



Lorsqu'on a à résoudre l'équation 

dy_ 
dx 

on le fait au moyen de l'intégrale 



/(*), 



V =Jf{x)dx. 

Les valeurs numériques de cette dernière peuvent se calculer par approximation 
au moyen de l'équation aux différences 

Ay = f{x)Ax : 

c'est ce qu'on appelle la méthode des quadratures. Au lieu de cette équation aux 
différences, on emploie encore la suivante : 

Ay=^[f(x) + f(x + Ax)}. 

C'est pour cette formule que le célèbre Euler a donné les termes d'une série 
complémentaire, et que M. Poisson, dans un mémoire qui fait partie du recueil 
de l'Académie, année 1827, a exprimé le reste de cette série sous une forme 
analogue à celui de la série de Taylor. M. Cauchy est, je crois, le premier qui ait 
fixé une limite à l'erreur commise lorsque, pour calculer les valeurs de y tiré de 
l'équation différentielle dy = f(x, y)dx, où les variables x et y paraissent toutes 

dy 



deux dans la fonction qui exprime la valeur de 
différences 

Ay = f{x,y)Ax 



dx 



, on se sert de l'équation aux 



Nous allons d'abord exposer la marche qu'il a suivie, puis nous donnerons 
des limites analogues lorsqu'on emploie diverses autres équations aux différences 
plus ou moins approchées de l'équation différentielle. 

Pour faciliter les énoncés, nous concevrons x et y comme étant deux coor- 
données rectangulaires d'un point dans un plan. 

Nous ferons remarquer d'abord que toutes les méthodes d'approximation 
pour le calcul des valeurs numériques de y ne peuvent réussir, comme on le verra, 
par la recherche même des limites de l'erreur, qu'autant qu'on sait à priori que 



[JMPA 1837:230] 
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pour tous les points compris dans un certain rectangle sur le plan, ni la fonction 
f{x,y), ni certaines de ses dérivées ne deviennent infinies, et qu'on peut assigner 
des nombres que ces fonctions ne dépassent jamais dans ce rectangle. 

Soit donc A un nombre que f(x, y) ne puisse dépasser dans le rectangle dont 
les points extrêmes ont pour coordonnées x , x + a, yç — b, y + b. 

Supposons qu'après avoir pris Ax = , on calcule y n au moyen des 

n 
équations successives 

2/1-2/0 = f{x Q ,y )Ax, 
2/2-2/1 = f{xi,yi)Ax, 

Vn -2/n-i = /(cc„_i,y„_i)Acc. 

Il s'agit de reconnaître quelle altération recevait cette valeur de y n , si, au lieu 
de diviser x — Xq en n parties, on multipliait indéfiniment les éléments en sous- 
divisant chacun des accroissements Ax en m éléments A 1 ^ plus petits. [JMPA 1837:231] 

Soient y r et y r +i, deux quelconques des y successifs du calcul précédent, de 
telle sorte qu'on ait 

2/r+l -Vr = /(aV,2/r)Ax, 

en sous-divisant Ax en m éléments A ce et conservant à x r et à y r les mêmes 
valeurs, on aura une nouvelle valeur de y r +\ répondant à av+i ou à x r + Ax, 
laquelle résultera des équations successives 

2/i = Vr + f{x r ,y r )A 1 x, 
2/2 = 2/i + /(zï,2/i)A 1 :r, 

2/r+i = yln-i + f{x 1 m _ 1 ,y 1 m _ 1 )A 1 x, 

ou x\, x\, Xg, etc.. . ., désignant les valeurs de x intermédiaire entre x r+ \ et x r 
et V \i v\ i 2/3i etc.. . ., les valeurs de y fournies par ces équations aux différences. 
On peut les mettre sous cette forme 

2/1 - 2/r = f{x r ,y r )A 1 x, 

y\-yr = f(x r , y r )A 1 x + f{x\,y\)A 1 x, 

2/r+i - 2/r = f(x r , 2/r)A 1 x + . . . + f {xl n _ 1 , y^^A 1 X. 

Tant que Ax ne dépassera pas —, c'est-à-dire que AAx < b, on sera sûr que 
chacune des sommes qui forment les deuxièmes membres sera inférieure à AAx, 
et qu'ainsi tous les y qui paraissent dans le calcul seront tous compris entre les 
limites i/o ± AAx ou yo ± b. Ainsi, l'on peut poser 

2/r+i = 2/r + f(x r + OAx, y r ± 0AAx)Ax, 
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9 étant un nombre fractionnaire entre zéro et l'unité. 

Si donc on désigne par ôy r +i la différence entre la valeur de y calculée par 
l'équation 

Vr+i -Vr = f{x r ,y r )Ax, 

et celle qui résulte des m sous-divisions de Ax ; on aura [JMPA 1837:232] 

ôy r+ i = [f(x r + 9AAx, y r ± 8AAx) — f(x r , y r )\ Ax. 

Si l'on désigne par P et Q les maxima numériques des dérivées partielles 

— - — et — - — dans l'étendue du rectangle dont nous avons parlé, et qu'on 

dx dy 

développe la différence ci-dessus au moyen des dérivées partielles, on aura tou- 
jours 

ôy r+1 < (P + AQ)Ax 2 . 

Il reste à examiner maintenant quelle sera l'altération partielle produite sur y n 
par cette variation <5y r +i , en supposant que l'on ne change pas le mode de 
division entre y r +\ et y n , et que cette dernière quantité ne soit ainsi modifiée 
que par le seul changement de y r +\. 

En désignant de même par ôy r+2 , àyr+3, etc., les variations correspondantes 
des quantités y r + 2 , y-r+3, etc., on aura évidemment 

Sy r +2 = ày r +i + [f{x r +i, Vr+i + ôy r +i) - f(x r+1 ,y r+1 )] Ax. 

Cette équation fournit l'inégalité suivante : 

Sy r +2 < ôy r +i(l + QAx), 

et comme on aura semblablement, 

Sy r +3 < Sy r+2 {1 + QAx), 

et ainsi de suite jusqu'à 

ày n < ôy n -i(l + QAx); 

on en déduira 

5y n <5y r+l {l + QAx) n - r - 1 . 

En appliquant cette formule au premier élément Ai à partir de Xq, sa sous- 
division produisant un changement ôyi sur j/i , on aura pour la variation corres- 
pondante ôiy n sur y n 

5 1 y n <5y 1 {l + CLAx) n - 1 . 

Si l'on sous-divise ensuite le second élément Ax, on produira sur y n un deuxième [JMPA 1837:233] 
changement qui sera limité par l'inégalité 



S 2 y n < Sy 2 (l + QAx) 
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On continuera à poser des relations semblables qui limiteront les altérations 
partielles 

hVn, SiVn, etc. 

Il est clair que l'on aura le changement total sur y n en faisant la somme 

5iVn + hVn + hVn + etc. 

En la désignant par ôy n et se rappelant que toutes ces quantités 5\y n , ôïVn, etc., 
sont toutes inférieures à (P + AQ)Aa; 2 ; on aura 

(l + QAx) n -l- 



^<(P + AQ)[ ^ + ^"- i ]Ax 



Cette inégalité subsistant, quel que soit le nombre des nouvelles sous-divisions 
de chacun des n éléments Ax en d'autres plus petits, elle aura encore lieu à la 
limite quand le nouvel y deviendra la valeur exacte ; ainsi elle donne une limite 
de l'erreur que l'on commet en prenant y n au lieu de la limite. 

La marche précédente, tout en donnant une limite pour l'erreur commise, a 
l'avantage de démontrer que y n converge vers une limite lorsque n croît indéfini- 
ment, et qu'il y a une fonction qui satisfait à l'équation différentielle : les valeurs 
de cette fonction peuvent ainsi se calculer par la méthode précédente avec telle 
approximation que l'on voudra. 

Telle est l'analyse qu'on doit à M. Cauchy. 

Nous remarquerons maintenant que si l'on admet à priori que la fonction y 
existe, la limite précédente peut être réduite à moitié. En effet, les valeurs de y 
répondant à x r+ \ peuvent être mises sous la forme 

df(x r + 9Ax, y r ± 6Ax) Ax 2 

V = Vr + f(x r ,y r )Ax-\ — . 

ax 2 

Or, la valeur approchée de y que nous désignerons par y r +i, est donnée par 

J/r+i = Vr + f{x r ,y r )Ax; 

Ainsi, la seule sous-division à l'infini des éléments entre x r et x r+ i fait varier y [JMPA 1837:234] 

de 

df(x r + AAz, y r ± 9AAx) Ax 2 

d^ 2~' 

qui est inférieure à 

Ax 2 
(P + AQ)^. 

C'est la moitié de ce qu'on avait adopté par la marche précédente ; on peut donc 
poser en général 
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Il ne faut pas perdre de vue que ces calculs par éléments ne peuvent réussir et 
conduire ainsi aux valeurs numériques de l'intégrale y qu'autant qu'on peut as- 
signer un certain rectangle dans lequel ni la fonction f(x, y), ni les deux dérivées 
partielles ne deviennent infinies. Les coordonnées extrêmes de ce rectangle étant 
xq, xq + a, yo — b et y + b, on n'est sûr à priori de pouvoir calculer y que pour 

b 

une valeur de x qui ne dépasse pas xq + —, puisque dans ce cas seulement on 

sait que quel que soit l'indice r la valeur numérique de y r — yo étant plus petite 
que A(x r — Xq) sera alors inférieure à b. 

On peut remarquer que, si la fonction f(x,y) reste positive pour toute la 
superficie du demi-rectangle compris entre yo et yo + b ; alors on n'a pas besoin 
de considérer le demi-rectangle inférieur compris entre yç, et yo — b puisqu'on 
sera sûr alors que dans l'étendue du calcul les valeurs de y vont en croissant : 
ce sera l'inverse si f(x,y) reste négative. 

Examinons maintenant le cas où l'on emploie d'autres équations aux dif- 
férences pour calculer les valeurs de y. On peut, par exemple, procéder d'une 
manière analogue à celle qu'on prend pour les intégrales définies, quand on leur 
substitue l'aire d'un polygone au lieu de la somme des rectangles inscrits. On 
emploie alors l'équation aux différences 

Ay = [/(ce, y) + f{x, y + /(ce, y)Ax)} -?-. 

Examinons dans ce cas quelle limite on peut assigner à l'erreur commise. [JMPA 1837:235] 

Lorsque y n'existe pas dans f(x, y) et que cette fonction est réduite à f(x), 
Euler a donné une série pour exprimer le complément nécessaire pour former la 
valeur de y. M. Poisson a exprimé le premier le reste de cette série et a posé 
ainsi une limite à l'erreur. Il s'est fondé sur l'analyse propre aux développements 
des fonctions en séries de sinus et de cosinus. Nous exprimerons ici le reste par 
le seul emploi de la série de Taylor. 

Supposons d'abord qu'on ait une fonction f(x) au lieu de f(x,y) et que 
l'équation aux différences soit 

Ay=[f(x) + f(x + Ax)}^. 

En développant f(x + Ax) et s'arrêtant au troisième terme, cette équation de- 
vient 

Ay = Axf(x) + ^ff'(x) + ^f-f"(x + 0Ax), 

9 étant un coefficient numérique plus petit que l'unité. Mais la valeur exacte de 
Ay serait donnée par 

Ay = Axf(x) + ^-f(x) + ^~f"(x + 6Ax), 

ainsi la différence entre les deux y pourra être mise sous la forme de 

a T 3 

— /"(x + tfAx). 
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Si A" désigne la plus grande valeur numérique de f"(x) pour toutes les valeurs 
de x + 6Ax qui peuvent être employées, l'expression ci-dessus sera inférieure à 

12 

Revenons maintenant à l'équation différentielle où les deux variables x et y 
entrent dans la fonction, et soit 

l = /(2; ' y) - 
Nous déduirons y r +\ de y r par l'équation aux différences [JMPA 1837:236] 

Ay = {[f{x, y) + fx,y + f{x, y)Ax}} -£-; 
posons, pour abréger, 

y + f(x,y)Ax = y', 

et désignons par Y la valeur exacte de y. Nous pourrons remplacer l'équation 
aux différences qui fournit les y, par la suivante 

Ay = [f(x,y) + /(x, Y)] ^ - [f(x,Y) - f(x,y')] ^. 

Le premier terme du deuxième membre de cette équation peut être considéré 
comme une fonction de x, ainsi par la formule qu'on vient de donner pour ce 
cas, la différence entre ce terme et ce qu'il devait être pour donner la valeur 
exacte Y est plus petite que 

Ax 3 . „ 



12 
La quantité A" étant la plus grande valeur numérique de la dérivée de f(x,y) 
prise par rapport à x, en y regardant y comme une fonction de x. En désignant 
par R, S, T les plus grandes valeurs numériques des trois dérivées partielles du 
deuxième ordre de f(x, y) ; on aura 

A" < R + 2SA + TA 2 + Q(P + AQ). 

Cherchons maintenant une limite du deuxième terme de l'équation ci-dessus, 
c'est-à-dire une limite de 

-[f( X ,Y)-f( X ,y')}^. 

Lorsqu'on veut passer de x à x + Ax, on a 

Ax 2 
Y = y + f(x,y)Ax + f'(x + 6Ax, y±0AAx)—-; 

de plus, d'après la définition de y', on a 

y' = y + f{x,y)Ax, 
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Ainsi, [JMPA 1837:237] 

Y = y' + f'(x + OAx, y ± 6AAx)-^-. 

Introduisant cette valeur de Y dans f(x, Y) — f(x,y f ), et remplaçant cette dif- 
férence par une valeur moyenne de la dérivée partielle qui lui correspond, c'est- 
à-dire, la développant par la formule de Taylor arrêtée à la première dérivée ; on 
aura 

Ax 3 df[x, y + 6f'(x + 6Ax, y ± 6AAx)} 

t (x + OAx, y ± (JAAx). 

4 dy 

Ayant désigné par P et Q les plus grandes valeurs numériques des dérivées 

df(x,y) df(x,y) . 

partielles et pour toutes les valeurs de x et de y qui peuvent 

dx dy 

être employées dans le calcul, l'expression ci-dessus, en faisant abstraction du 
signe, sera inférieure numériquement à 

a T 3 

— (P + AQ)Q. 

Ainsi, dans le cas le plus défavorable, où le signe des deux parties que nous 
venons de calculer serait le même, la limite de l'erreur totale commise sur un 
y r +i quelconque, sera donnée par 

Ax 3 [A 



W<-f-["3- + (P + AQ)Q]. 



Maintenant, il reste à voir quelle influence a l'erreur <5y r +i sur y n quand on 
sous-divise les éléments Ace. 
Comme on a 

Ax 
Vr+2 = Vr+i + — {f(x r+1 ,y r+ i) + f [x r+ i,y r+ i + Axf(x r+1 ,y r+1 )}} , 



on en déduit 



Ace 
ày r +2 < ày r +i + ~y [Qàyr+i + Q(Sy r +i + AxQôy r+1 )] 



ou bien, 



2 Ax< 



on aura de même 



Sy r +2 < Sy r+ i ( 1 + QAx + Q 



Ax 2 
Sy r +3 < Sy r+2 ( 1 + QAx + Q 2 — — 



et ainsi de suite. [JMPA 1837:238] 

En multipliant ces inégalités l'une par l'autre, on aura 

(Ax 2 \ n ~ r ~ i 
1 + QAx+ Q 2 — - 
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l'erreur totale sur y n est la somme de tous les <5 r +ij/ n résultant des changements 
produits par les sous-divisions des Air ; et comme on a toujours, quel que soit 

l'indice r, 

At 3 rA" i 

5y r+1 <— — + Q(P + AQ) ; 



on aura pour l'erreur totale sur y n 



5y n < 



Ax 2 



A" 



(P + AQ)Q 



1 + QAx + Q 



,Ax 



,Aaj 



A" étant limité dans cette formule par 

A" < R + 2SA + TA 2 + (P + AQ)Q. 

Le dernier facteur qui entre dans la limite de ôy n prend une valeur finie pour 
Ace infiniment petit et n infiniment grand; ainsi l'erreur est de l'ordre de Ax 2 . 

Eu égard aux signes des différences qui ont introduit A" et Q(P + AQ), 
on peut remarquer que si la fonction f(x,y) et ses dérivées du premier et du 
deuxième ordre étaient de même signe dans l'étendue du rectangle dont nous 
avons parlé, alors on pourrait dans l'expression ci-dessus remplacer le facteur 

^ + (P + AQ)Q par ^-(P + AQ)Q, 



ou par 



R + 2AS + A 2 T - -Q(P + AQ). 



On peut donner également la limite de l'erreur commise lorsqu'on emploie 
une équation aux différences formée d'un certain nombre de termes de la série 
de Taylor. 

Ainsi, en partant de 



Ay = f(x,y)Ax + 



df(x,y)Ax 2 
dx 2 



d m f'(x,y) 



Ax r 



dx r 



1.2.3. 



l'erreur commise sur y + Ay, répondant à x + Ax, sera moindre que la plus 
grande valeur de 



d m+1 f(x + 9Ax, y ± 9AAx) 
dx m+1 



Ax m+1 



1.2.3...(m+l) 



En désignant par A' m+1 ' la plus grande valeur de la dérivée totale qui forme le 
premier facteur de cette expression, et par ôy l'erreur sur y + Ay, on aura 



ôy< 



A (m+i) 1 .2.3...(m+ 1) 



Ax m+1 



[JMPA 1837:239] 
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L'altération de y r +i, résultant seulement de celle de y r , sera donnée par 

à m + l f(x r ,y r + 6ôy r ) 8y r Ax r ' 



x r . àf{x r ,y r ±65y r ) 

ày r+ i = ày r H ôy r Ax - 

ày 



àx m ày 



1.2. ..m 



Si, pour abréger, on pose en général la dérivée totale — = a\ m > 

àx m 



Sy r +i = Sy r (l + -t~ Ax + 



àa^ 



Ax r ' 



ày 



1.2. ..m 



f , , . àa dej( m > 

y devant avoir une valeur entre y r et y r + oy r , dans les expressions — ... . 

ày ày 

En procédant comme dans le cas précédent, et désignant les plus grandes 

, , • da da(m) , .,„..., 

valeurs numériques des dérivées — ... , quel que soit y dans 1 intérieur du 

ày ày 

rectangle, par 



a M 

A i > 



on trouvera que l'erreur sur y n , résultant du seul changement ôy r sur y r sera 
limité par 



S r y n <Sy r (l + QAa; + A'{ 



Ai' 



Ai 



(m) 



Ai 



m ■. n-1 



1.2. 



comme toutes les quantités ôy r sont limitées par 

A^m+l 

<5y r <A( m+1 ) : 



1 .2.3... (m + 1)' 
et qu'en outre l'erreur totale 5y„ de y n est donnée par 
àyn = Siy n + S 2 y n + S 3 y n ■ ■ ■ ô n y n , 
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5y n < 



Ax m A {m+1 '> 
1 . 2.3...(m+ 1) 



(l + QAa 



(m) 



Ai" 



1.2. ..m 



q + a; 



Aa; 



Ai 



(m) 



Ax r ' 



1.2. 



le dernier facteur du deuxième membre étant fini quand n devient infini, la limite 
de l'erreur est de l'ordre de Ax m . 

Lorsque n devient très grand, et par conséquent lorsque Ax devient très 
petit devant l'intervalle total x n — xq, on peut poser 



5y n < 



Ax r ' 



1.2.3...TO + 1 



(m + 1) 



D QnAx i 



Examinons encore ce que devient la limite de l'erreur quand on emploie pour 
équation aux différences l'intégrale d'une équation différentielle linéaire très ap- 
prochée de l'équation différentielle du problème. 
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Suivant que ce sera la variable x ou la variable y qui, par la nature de la 
question, variera le moins rapidement en développant f{x,y) à partir de xq et 
2/0 suivant les puissances des accroissements de x ou de y, on développera /(x, y) 
suivant les puissances de l'accroissement de x ou de y. 

Soit donc, pour fixer les idées, y la variable qu'on sait, par la nature de 
la question, devoir varier le moins rapidement ; on posera y = yo + r/, et l'on 
remplacera l'équation différentielle 

al = /(*.») 

par l'équation différentielle linéaire [JMPA 1837:241] 

drç ,/ x . d/(.T,y ) 

-7- = f(x, y ) + - r). 

ax dy 

Nous poserons, pour simplifier l'écriture, 

f(x,y) = a, 
df(x,y) = 
dy 

a et q étant ici des fonctions de x. L'intégrale de l'équation linéaire ci-dessus 
sera 

En se servant de cette équation comme d'une équation aux différences, on posera 
On peut encore écrire cette équation sous la forme 

,-x r+1 _rx r+1 ^ 

2/r+i = y r + e J* q x aàx. 

J x r 

x r +\ étant ici égal & x r + Ax. 

Pour avoir une limite de la différence entre cette valeur de y r +\ et celle qui 
est exacte, on remarquera que cette valeur exacte peut être considérée comme 
fournie par l'intégrale de l'équation différentielle, 

dy d 2 f(x 1 y±6AAx)r) 2 

dx dy 2 2 

en sorte que la différence entre les deux y r +i sera 



' ! _^ qdx d 2 f(x,y±9AAx) r) 2 
dy 2 2 



ày r+ i = / e J. — — dx. 
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Si T désigne la valeur maximum de — ^ — dans toute l'étendue du rec- 



d 2 f(x,y) 

dy 2 

tangle que nous avons déjà considéré ; on aura, en vertu de ce que l'accroissement 
r\ de y est petit que AAi, 



S y r+1 < —A 2 T r ^ e-^ +lqdx dx 

^ J x,, 

or, quel que soit le signe de g on a 

e -fj +1( l dx < e Q(œr+i-a:) < e QArr 

et 



/ 



'^ e^ Ax dx = e^ Ax Ax 



ainsi on a 

y r+1 < ^f A 2 Te^ 

Toutes les erreurs ôy\, 5y2, 5ys, etc., provenant de la même cause seront infé- 
rieures à cette même limite. 

Il reste maintenant à examiner comment une erreur 6y r , influe sur y r +i tel 
qu'il a été déterminé par l'équation aux différences 

Vr+i = y r + e ■>* q x aàx 

J x r 

On tire de cette équation, 

a a r +i d °A -r +i ^A + r +i ^~ r:+Xqd \ A 

dy r+ i = dy r + / - — dy r e ■> * dx + / a ày r dx, 

J Xr ày r J Xr dy r 

les dérivées, par rapport à y, devant prendre dans cette formule des valeurs 
moyennes parmi celles qui répondent aux points compris dans le rectangle. En 
remarquant qu'on a 

àe-f: +1 " dx = _ e -j7+v* [ Xr+1 ii, 

ày r ' J x dy r ' 

et en désignant par T, comme précédemment, la plus grande valeur numérique de [JMPA 1837:243] 

; il viendra en conservant aux lettres A et Q leurs significations précédentes 

dy r 

Sy r+1 < ôy r (l + Qe QAx Ax + ATe QAa; Aa;). 

De toutes les inégalités semblables, on conclut 

5 r y n < Sy r [l + Qe QAa: (Q + AT)Ax]"- r . 
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En se rappelant que l'on a toujours, 



ôy r < ^TA 2 e Q A *, 

on trouvera pour le ôy n total 

Ax 2 QAx 2 ^ f [1 + e^ Ax {Q + AT)Ax]" - 1 ^ 
dVn< 2 e A M e QA-(Q + AT) /• 

Ainsi l'erreur, dans ce cas, est de l'ordre de Ace 2 . On voit que dans le cas où les 
fonctions A et T sont très petites, cette erreur est aussi très petite si QAa; n'est 
pas très grand. 

Si l'on peut reconnaître que la fonction — - — dont le maximum numérique 

ày 

est Q reste positive dans l'étendue du rectangle que nous considérons ; alors si 
Qi est le minimum numérique de cette fonction, on aura 

e~fl r+lqdx < e-QiO^+i-x^ 
e -fJ +lqdx àx< 



et par suite 



Xi 



Qi 

on peut donc poser 

Ax 2 r \1 + e® Ax {Q + AT)Ax] n - h/l-r* Al 
ôy n < —A Tj — K ——— ^ _ 

On peut remarquer que dans beaucoup de questions de mécanique qui se 
rapportent à des mouvements qui tendent vers un état stable, on appliquera 
facilement les formules précédentes parce qu'on connaît à priori une limite que la 
variable y ne peut dépasser, et qu'ainsi on peut tracer le rectangle dans l'intérieur 
duquel le point donné par les coordonnées x et y sera toujours compris. 

On pourrait étendre les considérations précédentes à un système d'équations 
différentielles simultanées, ainsi que M. Cauchy l'a fait pour le cas où l'on em- 
ploie pour équations aux différences celles qui sont fournies par le changement 
des tien A : les formules devenant très compliquées, nous n'avons pas cru devoir 
les présenter ici. 
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Sur une Lettre de D'ALEMBERT à LAGRANGE 
Par J. LIOUVILLE 
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On sait que pour trouver l'intégrale complète d'une équation différentielle 
linéaire quelconque 



(1) 



Py + Q- 



d< 



R- 



// 



)— u — 
' dx dx 2 

il suffit de connaître m ou même (m — 1 
elles, de l'équation plus simple 



M- 



,d" 



y 



dx r > 



x, 



intégrales particulières, distinctes entre 



(2) 



Py + Q- 



M- 



dx r 



0. 



intégrales particulières de l'équation 



fv , R d 2 y 

' dx dx 2 

Plus généralement, dès qu'on possède 
(2), on peut ramener l'intégration de l'équation (1) à celle d'une autre équation 
linéaire de l'ordre (m — n). Ces propositions fondamentales se déduisent facile- 
ment du principe de la variation des constantes ; mais en les donnant pour la 
première fois dans le mémoire intitulé Solution de différents problèmes de Cal- 
cul intégral, Lagrange a fait usage d'un procédé singulier fondé sur l'intégration 
par parties : ce procédé a beaucoup d'analogie avec celui dont les géomètres 
se servent si souvent dans le calcul des équations différentielles partielles, lors- 
qu'ils déterminent les coefficients des divers termes des séries qui représentent, 
dans les problèmes physico-mathématiques, l'état initial des températures ou 
des vitesses de chaque molécule d'un système matériel donné. 

Pour intégrer l'équation (1) on peut encore employer une autre méthode qu'il 
serait aisé de rattacher à celle de la variation des constantes et qui consiste à 
profiter de chaque intégrale particulière de l'équation (2) pour abaisser l'ordre 
de l'équation (1) d'une unité. En effet si j/i désigne une de ces intégrales par- 
ticulières et si l'on pose y = yi J tdx, l'inconnue t dépendra d'une équation de 
l'ordre (m — 1) que l'on pourra semblablcment abaisser à l'ordre (m — 2) si l'on 
connaît une seconde intégrale particulière y-i . En continuant ainsi l'on parvient 
enfin à une équation du premier ordre qui n'offre plus aucune difficulté. M. Libri 
a présenté cette méthode comme nouvelle dans le recueil de M. Crelle et même 
dans le présent journal (tome I, page 10). De plus, dans la 5 e édition de son ex- 
cellent Traité élémentaire du Calcul différentiel et du Calcul intégral, un auteur 
dont personne ne respecte plus que moi les talents et le caractère, M. Lacroix 
s'exprime ainsi : M. Libri a repris d'une manière très élégante et très féconde la 
théorie des équations différentielles linéaires. Je me crois donc obligé d'avertir 
que la méthode dont il est question appartient non pas à M. Libri, mais à un 
géomètre français, à d'Alembert qui l'a donnée en 1764, dans une lettre écrite à 
Lagrange et imprimée tome III des Miscellanea Taurinensia, page 381. J'ignore 
comment ce passage a pu échapper à M. Libri qui s'est occupé si long-temps de 
l'histoire des sciences mathématiques 1 . 



1 Voici la lettre de d'Alembert 
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Qdy Rd 2 y Md m y „ , 

«Votre problème sur 1 intégration de 1 équation Py-\ 1 — . . .H = X, lorsque 

dx dx 2 dx m 

. ^ Q d V R- d2 y Md m y 

Ion a m — 1 valeurs de y dans léquation Pj/ H 1 — h ■ • • = 0, ma paru si 

dx dx 2 dx m 

beau, que j'en ai cherché une solution que voici. 

»Soit y = Vz, V étant une indéterminée, et z une des valeurs de y qui satisfait à l'équation 

Qdy Qdy 

PjH h ■ • ■ etc. = 0, et soit substituée cette valeur dans l'équation Py-\ hetc. . . . = X ; 

dx dx 

Qdz Md m z, 

la transformée sera composée 1° d une partie V(Pz H ... H ), où X ne se trouvera 

dx dx m 

Qdz Md m z 

point, laquelle sera évidemment = 0, à cause de Vz H h • ■ ■ = (hyp.) ; 2° d'une 

dx dx m 

partie où V ne se trouvera point, et qui ne contenant que dV avec ses différences jusqu'à d m V 

inclusivement, pourra par conséquent être abaissée au (m — l) e degré, en faisant dV = Vdx ; 
or puisqu'on a m — 1 valeurs de y, que y = Vz, et que z est déjà une des valeurs de y, on aura 
donc m — 2 valeurs de V, en n'y comprenant pas l'unité ; donc supposant que z' soit une de 
ces valeurs, et faisant V = z' j~V"dx, comme on a fait y = zJVdx, on abaissera de même 
l'équation en V, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à une équation qui sera de cette 
forme dV" etc - + KV"" etc, dx = X, K et X étant des fonctions de x. Or on sait que cette 
équation est intégrable. 

»I1 est aisé de voir par cet exposé, 1° qu'à chaque transformation il disparaît un des co- 
efficients, savoir celui de y par la première, celui de dy par la seconde, etc., en sorte que 
dans la dernière transformée il ne restera que les deux coefficients de d m y et d m ~ 1 y; or si 

ud m ~ l \ /3d m \ 

on a une quantité de cette forme 1 , et qu'on fasse dX = Cridx, on aura dans 

dx" 1 - 1 dx m 

(fn-ljj 
la transformée (en laissant à part les autres termes) 1° /3Ç à la place de (i et à la 

d m \ , fidC, , ^d m ~ 2 rj u)d m - 1 \ 
place de , 2° [wÇ H X (m — 1)J au lieu de — . Donc si on suppose que 

dx m dx dx m ~ 2 dx" 1-1 

Nd m ~ 1 y Md m y , , , , , 

— | soient les deux derniers termes du premier membre de la proposée, et qu on 

it" 1 " 1 dx m 

fasse y = z f z' dx f z" dx f z'" . . . f V"" etc -dx, il sera aisé de trouver, par la remarque précé- 
dente, la forme de la dernière transformée, d'où l'on tirera aisément la valeur de V"" etc '. Je 
ne fais, Monsieur, qu'indiquer l'opération, qui serait très simple et très courte ; vous supplércz 
aisément à ce que je ne dis pas.» 
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Observations sur des théorèmes de Géométrie, énoncés page 160 
(PDF: 129) de ce volume et page 222 du volume précédent; 

Par M. BINET, 

Professeur au Collège de France. 
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Je viens de lire dans les livraisons d'avril et de mai un Mémoire fort intéres- 
sant de M. Lamé, sur les surfaces isothermes, dans les corps solides homogènes 
en équilibre de température. Ce mémoire fait partie d'un volume du Recueil des 
Savans étrangers 1 , mais je n'avais pas eu occasion de le voir et d'y remarquer 
l'emploi que fait M. Lamé d'un théorème de Géométrie que j'ai publié en 1811. 
Je vais en reproduire l'énoncé tel qu'on letrouve dans un mémoire sur les axes 
principaux et les moments d'inertie des corps, qui fait partie du 16 e cahier du 
Journal de l'Ecole Polytechnique. Pour faire comprendre cet énoncé, il convient 
de rappeler qu'une surface du second degré étant donnée, si l'on détermine les 
foyers de ses sections principales, une infinité de surfaces du même ordre, de 
même espèce ou d'espèces différentes, peuvent avoir les mêmes foyers pour leurs 
sections principales : ce sont les surfaces auxquelles M. Lamé donne le nom, 
fort convenable, de surfaces homofocales. Ces surfaces qui se sont présentées 
aux géomètres, en premier lieu, dans la théorie de l'attraction des sphéroïdes 
elliptiques sur un point extérieur, jouissent de belles et utiles propriétés. Voici 
celle dont il s'agit : «les surfaces du second degré ayant les mêmes foyers pour 
leurs sections principales doivent respectivement se couper, de manière que le 
système de tous les hyperboloïdes à une nappe, coupe un quelconque des ellip- 
soïdes suivant les lignes de l'une de ses courbures ; le système des hyperboloïdes 
à deux nappes coupe le même ellipsoïde selon le second système de ses lignes 
de courbure, et ces propriétés sont d'ailleurs réciproques. De là il suit que tout 
l'espace sera divisé par les surfaces que nous avons considérées (les surfaces ho- 
mofocales) en une infinité de parallélépipèdes rectangles infiniment petits, dont 
les arêtes seront les éléments des lignes de courbure communes aux surfaces ; 
et les axes principaux du corps répondant au sommet de l'un de ces parallélé- 
pipèdes seront les tangentes aux trois lignes de courbure communes des trois 
surfaces du second ordre qui y passent.» (Page 59 du XVI e cahier du Journal 
de l'Ecole Polytechnique.) 

A cette citation, j'ajouterai celle de l'énoncé du même théorème qui se trouve 
dans le rapport que MM. Laplace et Biot firent sur le mémoire relatif aux mo- 
ments d'inertie et aux axes principaux des corps : ce rapport fut imprimé dans 
le Moniteur (n° du 4 juillet 1811), et là se trouve une date authentique et une 



1 Ce volume n'a pas encore paru. Le mémoire de M. Lamé n'était connu jusqu'ici des 
géomètres que par un petit nombre d'exemplaires particuliers ; en le publiant dans ce journal, 
je crois avoir rendu à la science un véritable service. La réclamation très fondée de M. Binet 
n'ôte rien au mérite du travail de M. Lamé, qui me semble, je le répète, ouvrir une route 
nouvelle dans le calcul des équations différentielles partielles. J. Liouville. 
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publication réelle : «Les surfaces dont nous venons de parler (ellipsoïdes hyper- 
boloïdes à une et à deux nappes) prendront divers périmètres, et conserveront 
toutefois les mêmes excentricités pour leurs sections principales. M. Binet re- 
marque de plus qu'elles se couperont à angles droits, et suivant leurs lignes 
de courbure, ce qui donne une construction de ces lignes aussi simple qu'élé- 
gante pour les surfaces du second ordre, au moyen de cette pénétration. Si l'on 
considère un point quelconque de leurs intersections, les axes principaux qui y 
répondent sont les tangentes à ces mêmes lignes de courbure, etc.» Ce rapport 
avait été lu à l'Institut le 24 juin 1811, en présence de Monge, à qui l'on doit les 
premières recherches sur les lignes de courbure, ainsi que la détermination de 
ces lignes pour les surfaces du second degré : pour Monge ce théorème était nou- 
veau. D'illustres géomètres, Lagrange, Laplace, Legendre, Poisson assistaient à 
cette séance. 

Il est juste de reconnaître que de son côté, M. Dupin, dans des recherches cu- 
rieuses sur les surfaces orthogonales, a rencontré la même propriété des surfaces 
du second degré homofocales, comme application d'un théorème plus général. 
Mais la date de publication des mémoires de M. Dupin est postérieure de deux [JMPA 1837:250] 
années à celle du mien, quoique ses recherches sur ce sujet, d'après son assertion, 
remontent à une époque antérieure à 1811. Le théorème de M. Dupin semble 
aussi n'être pas parvenu à la connaissance de M. Lamé, car dans son mémoire 
sur les lois de l'équilibre du fluide éthéré, il eût pu partir, comme d'un résultat 
connu, de ce théorème général, savoir, que «trois systèmes de surfaces orthogo- 
nales conjuguées sont toujours tels que deux quelconques d'entre eux tracent sur 
une surface du troisième toutes ses lignes de courbure.» (Page 225 du XXIII e ca- 
hier du Journal de l'Ecole Polytechnique.) Cette belle proposition de Géométrie 
est précisément le théorème de M. Dupin. 

La forme sous laquelle j'ai considéré l'équation des surfaces homofocales est 

n? h 2 r 2 

1; 



K-A K-B K-C 

a, b, c sont les coordonnées d'un point quelconque de la surface, A, B, C trois 
constantes positives telles que A > B > C, et K une quantité susceptible de 
toutes les grandeurs supérieures à C : ce qui donne lieu aux trois espèces prin- 
cipales de surfaces du second degré. 

De trois formules semblables à la précédente, répondant à trois valeurs dif- 
férentes de K, M. Lamé déduit les coordonnées a, b, c en fonction des trois 
valeurs attribuées à K, ou à des quantités /i 2 , v 2 , p 2 qui remplissent l'office de 
notre quantité K. J'ai aussi remarqué, il y a beaucoup d'années, et à propos 
du même sujet, l'expression simple de ces coordonnées ; mais j'étendis alors mes 
recherches à la détermination d'un nombre quelconque de grandeurs a 2 , b 2 , c 2 , 
etc., entre un pareil nombre d'équations de la forme précédente. Je rapporterai 
ici le résultat que je trouvai, parce qu'il peut servir en d'autres circonstances; 
j'y joindrai la démonstration qui me l'a fourni. Pour plus de simplicité, j'écris 
a, b, c, etc., à la place de a 2 , b 2 , c 2 , etc. 
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Prenons donc un nombre n d'équations de la forme 



(n) 



1 H + etc. 

K-A K-B K-C 


= 1, 


abc 


= 1, 


Kl -A ' Kx-B ' Kx-C ' 


abc 


= 1, 


K 2 - A ' K 2 -B K 2 -C 


etc. 





Nous nous proposons de former l'expression des n inconnues a, b, c, etc., dé- 
terminées par ces équations. L'on y parviendra par les considérations suivantes : 
Soit F(cc) = (ce — A) (ce — B)(cc — C) . . . une fonction entière du degré n marqué 
par le nombre de ses facteurs a; — A, x — B, etc., et f(x) une autre fonction entière 

fx 
dont le degré ne surpasse pas n — 1 ; la fraction — sera décomposable en n 

Fx 
fractions simples qui auront les dénominateurs x — A, x — B, etc. ; et l'on sait 

dFx 

que si F'(x) désigne le coefficient différentiel , on a, par la formule d'Euler, 

dx 



/A 



/B 



/C 



fx = 

Fx {x - A)F'A ^ (ce - B)F'B """ (x - C)F'C 



etc. 



Dans cette formule identique, écrivons successivement K, K 1; K 2 ... à la 
place de x, nous composerons ainsi n équations de la forme 



(N) 



c 



K- 


A 


a 




Ki- 


A 


a 





K-B 
b 



K-C 
c 



Ki-B Ki-C 

b c 



K 2 -A 
etc. 



K, 



B K 2 -C 



etc. 



- etc. 



etc. 



/(K) 

F(K)' 

/(Ki) 
F(Ki) 

/(Kg) 
F(K 2 ) 



[JMPA 1837:251] 



et ces équations seront évidemment satisfaites en prenant pour a, 6, c, etc., les 
valeurs 

/(A) 



/(A) = 

F'(A) (A-B)(A-C)(A-D) 
/(B) /(B) 



F'(B) (B-A)(B-C)(B-D)...' 
etc. 

Pour obtenir des équations entièrement semblables à celles que nous nous 
sommes proposé de résoudre, nous composerons une fonction f(x) du degré n 
avec les facteurs inégaux 

(ce -K)(cc- Ki) (ce -K 2 ) etc. 
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Si l'on prend pour le polynôme du degré n — 1, que nous avons désigné par 

f(x), la différence F(x) — f(x) des deux polynômes du degré n qui ont le même [JMPA 1837:252] 

premier terme, alors le second membre de la première des équations ci-dessus 

deviendra — = 1, parce que f(K) = ; il en sera ainsi des autres 



F(K) F(K) 

/(Ki) /(Kg) 
F(Ki)' F(K 2 ) 



quantités — -, — -, etc., et les équations (N) prendront la forme proposée 



(n). 

Les valeurs de a, b, c, etc., qui satisfont à n équations de la forme 



(n) 



a 



K-A K-B K-C 
abc 



Ki -A Ki -B Ki -C 
etc. 



etc. = 1, 
etc. = 1, 



F(A)-f(A) f(A) , f(B) 

sprnnt n — - - - - — - — h — - — etc 

F'(A) " F'(A)' F'(B)' 

puisque F(A) = 0, F(B) = 0, etc. ; ainsi l'on aura 

(A-K)(A-Ki)(A-K 2 )... 



(A-B)(A-C) ... 
(B-K)(B-Ki)(B-K 2 )... 
(B - A) (B - C) . . . 
c = etc. 

Lorsque l'on veut appliquer ces formules aux surfaces du second degré homo- 
focales qui se coupent, il suffit de remplacer a, b, c, par a 2 , b 2 , c 2 , et de réduire 
à trois le nombre des équations. 

Ces remarques se rapportent à un écrit déjà bien ancien ; il a pu rester 
ignoré de géomètres qui, s'occupant de sujets différents par leur objet, ont pu 
rencontrer dans leurs recherches les mêmes propositions que moi. J'ajouterai que 
c'est dans le même mémoire que l'on a donné, pour la première fois, l'équation 
du troisième degré dont les racines sont les carrés des demi-axes d'une surface 
du second ordre, et que l'on a énoncé ce théorème cité par M. Saint-Guilhem, 
page 222 du premier volume de ce journal, savoir, que la somme des carrés des 
faces d'un parallélépipède conjugué circonscrit à un ellipsoïde, est une quantité 
constante pour tous les parallélépipèdes conjugués ; proposition analogue à deux 
autres que l'on connaissait depuis quelques années, et qui avaient été publiées 
par M. Livet. (13 e cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique.) 
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RECHERCHES SUR LES NOMBRES ; umpa ^a] 

Par M. LEBESGUE, 

Professeur-suppléant à la Faculté des Sciences de Grenoble 



§ I er Nombre de solutions de la congruence ax m + by m + . . . + ku m = l 
(mod.p = hm + 1). Le module étant supposé premier. 

Quoique M. Libri ait déjà donné une formule très remarquable qui détermine 
le nombre de solutions d'une congruence quelconque, j'ai cru devoir cependant 
reprendre la question en suivant une autre marche, afin de ne pas supposer la 
résolution de l'équation x p = 1, voulant au contraire la déduire des formules de 
ce paragraphe. 

I. 

Congruence conditionnelle à laquelle satisfait le nombre de solutions d'une 
congruence algébrique et entière f(x\,X2 ■ ■ -Xk) = (mod. p) 



On suppose ici que la fonction f{x\,Xi,...Xk) qui renferme k inconnues 
est une somme de termes de la forme Kx\x\ . . . x 9 k , où les exposants sont des 
entiers positifs et le coefficient A un entier positif ou négatif. De plus quand une 
inconnue manque dans un terme, on l'y fait entrer avec l'exposant zéro. 

Il est question seulement ici des solutions en nombres entiers positifs et 
moindres que le module, zéro n'étant pas excepté des valeurs données aux in- 
connues. Voici comment on déterminerait les solutions et leur nombre, si la 
grandeur du module ne rendait pas le calcul impraticable. On arrangerait k à k, 
de toutes les manières possibles et sans exclure la répétition d'un même nombre, 
les p nombres 0, 1, 2,. . .(p — 1) ; ce qui donnerait p k arrangements : les uns tels 
que ai, CK2,. . .ctk, donnant /(ai, «2, • • .afc) = (mod. p) seraient les solutions 
et les seules solutions, puisque les autres arrangements tels que f3\, 02,- ■ -Pk ne 
donneraient pas /(/?i, /?2, • ■ • fik) = (mod. p). Le nombre de solutions ainsi dé- 
terminé peut être représenté par S&, l'indice rappelant le nombre des inconnues 
que renferme la congruence. 

Quelquefois il est avantageux d'exclure zéro des valeurs données aux incon- 
nues : dans ce cas les solutions se trouvent parmi les (p— l) k arrangements k à k 
des p— 1 nombres 1, 2, 3. . .(p— 1). Ce nombre de solutions peut être représenté 
par Sfc : il est en général moindre que Sfe. 

Ceci posé, voici la congruence conditionnelle à laquelle satisfait le nombre 
Sfe, de solutions d'une congruence 

f(xi,X2,-- -Xk) = X fc = (mod.p). 



[JMPA 1837:254] 



201 



Théorème. Soit S k le nombre de solutions de la congruence f(x\, X2, ■ ■ ■ Xk) 
= (mod.p), si l'on fait f{xi,X2,---Xk) = Xfc et que l'on suppose X^ = 
Y,Ax1x2 ■ ■ ■ x 9 k , on aura, en représentant par EA p ( p _i) la somme des coefficients 
des termes du développement de X^ , où les inconnues entrent toutes (c 'est- 
à-dire en nombre k) avec des exposants multiples de p — 1 et plus grands que 
zéro, 

(1) S fc = (-l) fc+1 EA„ (p _ 1) (mod.p). 

Démonstration. On substituera dans X| _ pour x\, xi,. . .Xk les nombres 
qui résultent de chacun des p k arrangements k à k des nombres 0, 1,2,.. .(p— 1). 
Pour chaque solution (ai, c*2, • • • (Xk) on trouvera X^ _ = (mod.p), puisque 
l'on aura Xj. = (mod. p). Pour toute autre substitution, on aura X^~ = 
1 (mod.p), puisque Xj, ne sera pas divisible par p. La somme des résultats de 
ces substitutions successives sera donc 

= S k x + {p k - S fc ) x 1 = -S fc (mod. p). 

D'un autre côté, si l'on pose pour abréger [JMPA 1837:255] 

0« + l o + 2 o + ... + (p-l) o =/o, 

la somme exacte des valeurs de X^ _ ou de EAïJsj ■ ■ ■ x t sera EA/aJfc . . . Jg. On 
le voit de suite en faisant d'abord les substitutions pour x\, et sommant, ce qui 
donne SAjax^ . . . x 9 k ; puis pour X2 dans la somme précédente et sommant de 
nouveau, ce qui donne 'SAjaJb . . . x„ ; et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on trouve 
T,AfaJb . . .Jg après avoir fait les substitutions pour les k inconnues, que l'on 
suppose toutes dans chaque terme, ce qui introduit des sommes Jt) = p, dans 
les termes où des inconnues manquent. Or on a par des théorèmes bien connus 
Ja = (mod. p), si a n'est pas multiple dep— 1, et Ja = p — 1 = —1 (mod. p), 
si a est multiple de p — 1. D'après cela chaque terme de T,Ajafb . . .Jg sera = 
O(mod.p), ou = A(— \) k (mod.p), ce cas arrivant et ne pouvant arriver que 
quand les exposants a, b,. . .g en nombre k sont tous multiples de p — 1 et plus 
grands que zéro. Si pour rappeler cette circonstance on représente le coefficient 
A de A(— 1) par A p i p _i\, la somme des valeurs de X^ _ = YjAx1x\ . . .x 9 k sera 
donc 

= SA p(p _ 1) (-l) fe (mod.p), 

mais elle est aussi 

= —Sfc (mod.p). De là résulte— Sfc = (—1) SA p (p_!) (mod.p), 

ou encore 

S fc = (-l) fc+1 EA„ (p _ 1) (mod.p). 

Comme il est dit dans l'énoncé. 

Si l'on exclut les solutions renfermant une ou plusieurs inconnues égales à 
zéro, on trouvera tout-à-fait de même la formule 

(2) S fc = (-l) fc [l-EA; (p _ 1) ](mod.p), 
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où SA' , _ 1] indique la somme des coefficients du développement de X^~ répon- 
dant à des termes dans lesquels les exposants des inconnues sont tous multiples 
de p — 1 , sans ajouter cette restriction qu'ils doivent être plus grands que zéro. 
C'est pour rappeler cette circonstance que la lettre A a été accentuée. 

La formule (2) est beaucoup moins commode pour les applications que la 
formule (1), dont nous nous servirons principalement. 

Quand il n'y aura qu'une ou deux inconnues, les congruences conditionnelles 
(1) et (2) détermineront complètement Si et S2, ou «i et S2- Mais pour un plus 
grand nombre d'inconnues il faudra employer une autre méthode. Car si les 
nombres S& et s^ deviennent plus grands que le module, la congruence condi- 
tionnelle donnera pour S^ et s^ une expression hp + a où a sera un nombre 
déterminé moindre que p, mais où h restera indéterminé. M. Libri a déjà donné 
des congruences analogues à celles (1) et (2) ; mais, comme les précédentes, elles 
ne sont qu'un premier pas vers la solution du problème qui fait l'objet de ce 
paragraphe. 



[JMPA 1837:256] 



II. 



Nombre de solutions de la congruence x m = a (mod. p = hm + 1). 

La congruence ax m = b (mod. p = hm + 1) se ramène à y m = A (mod. p) en 
faisant A = 6a m_1 et y = ax (mod. p), puisque l'on a a m x m = ba™ 1 ^ 1 (mod. p) ; 
ou bien encore à x m = A (mod.p), puisque, en posant ag = 1, bg = A, l'on a 
agx m = bg (mod.p). Comme d'ailleurs le nombre de solutions ne change pas, 
nous considérerons directement la congruence x m = a (mod. p). 

Ici Xi = x m — a, et le terme général du développement de X^ _ est 



p — 1 . p 



■P 



1.2. 



'-{-a) n x m{p - l - n) 



Mp + 1 . 2 . 



m(p-l-n) 



1 .2.3...n 

a n x m(p-l-n) ( mod . p ). 



On rendra l'exposant de x multiple de p — 1, en posant mn = (p — l)g ; et 
si d est le plus grand commun diviseur de m et de p — 1, n prendra les valeurs 
p — 1 p— 1 P — 1 \ P ~ 1 



0, 1 



d ' d 

(1), où l'on fera k = 



d 



.(d-1) 



d 



; de là, au moyen de la formule 



1, on trouvera 



(3) 



Si = l + a d + a z 



p-l 



^-^ 



p-l 
a d 



(mod. p). 



1 



Or, évidemment, on ne peut avoir ni Si = p, ni Si > p, donc 



1°. Si l'on a 



1 (mod.p), il en résultera Si = d. 



2°. Si l'on n'a pas a 



1 (mod. p), il en résultera s\ = 0. 



Ce dernier cas résulte de ce que a 



p-i 



1 = (mod. p). 



La condition de possibilité de la congruence x r ' 



a (mod. p) est donc 



ad =1 (mod. p) et le nombre de ses solutions est d, ce nombre représentant 
le plus grand commun diviseur de m et de p — 1 . 



[JMPA 1837:257] 
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La congruence x m = a (mod. p) n'ayant que d racines réelles, on la ramènera 

à la forme x d = a 1 (mod. p = gd+1) en posant mi = d (mod. p— 1). D'après cela 

on considère principalement le cas de la congruence x m = a (mod. p = hm + 1), 

P-i 
pour lequel d = m ; alors la condition de possibilité devient a m = 1 (mod. p) 

et le nombre de solutions est égal à m. Si l'on avait a = (mod. p) il n'y aurait 

qu'une solution, savoir x = 0. Quand la congruence x m = a (mod. p) est possible, 

on dit que a est un résidu de m e puissance pour le module p ; et particulièrement 

un résidu quadratique, cubique, biquadratique, selon que m est égal à 2, 3 ou 4. 

Voici les énoncés de quelques propositions qui serviront plus loin. 

Les résidus de m e puissance pour le module p = mh + 1 sont les racines de 
p-i p — 1 

la congruence x m =1 (mod.p). Ils sont en nombre , et si l'un d'eux est 

m 
représenté par a, la formule ay m les contient tous. 

Les nombres qui ne sont pas résidus de m œrne puissance pour le module p, 

p — 1 p — 1 

sont nommés non- résidus ; ils sont en nombre p—\ = (m— 1) . : ils 

m m 

p — 1 

se subdivisent en m — 1 classes de nombres chacune. Voici le principe de 

m 
cette classification importante : il est bon de le rappeler ici, à cause de l'usage 

continuel que nous en ferons. 

La congruence x m = 1 (mod.p = hm + 1), ayant pour racine un certain 

nombre entier r, les nombres r, r 2 , r 3 ,. . .r m = 1 (mod. p) satisferont tous à la 

congruence x m = 1 (mod. p). Or si l'on a m = a a b^ c 1 . . . où a, b, c. . . sont des [JMPA 1837:258] 

nombres premiers différents, on a prouvé qu'il y a m. . — : — . . . . 

abc 
valeurs de r, telles que les puissances successives r 1 , r 2 , r 3 ,. . .r m seront toutes 

incongrues suivant le module p, et formeront par conséquent la suite complète 

des racines de la congruence x m = 1 (mod.p = hm + 1). Les racines r qui 

jouissent de cette propriété sont dites primitives 1 . D'après cela on classe les 



1 Voici les énoncés de deux propositions qui prouvent l'existence des racines primitives et 
qui en déterminent le nombre. 

Si l'on représente par Ai, A2,. . -A s des nombres entiers ou des polynômes de forme a + 
bx + cx 2 + . . . fx k , etc. Si de plus l'on représente par Pi le produit des quantités Ai, A2. . .A 9 , 
par P2 le produit des plus grands communs diviseurs des mêmes quantités combinées 2 à 2, 
par P3 le produit des plus grands communs diviseurs des mêmes quantités combinées 3 à 3, 
et ainsi de suite : le plus petit nombre, ou le polynôme de moindre degré divisible par Ai, 

Pt.P3.P5... 

Ao,. . .A„ sera . 

9 P 2 .P 4 .P 6 ... 

Si l'on suppose m = a a b^ c 1 . . . (a, b, c. . . étant des nombres premiers différents) et que 

m m m 

l'on fasse Ai = x a — 1, A2 = x b — 1 ; A3 = x c — 1, etc., la congruence qui donne les racines 

■ ■!■ A , m , , A N (x m -l).P 2 .P 4 .P 6 ... . , , , 

primitives de la congruence x = 1 (mod. p) sera = : (mod. p) 

a- 1 6-1 c- 1 

son degré m . . . marquera le nombre des racines primitives. 

abc 
Nous omettrons les démonstrations qui ne présentent aucune difficulté. Nous pourrons re- 
venir dans un autre mémoire sur la détermination des racines primitives et la construction 
des tables qui résolvent la congruence x m = a (mod. p), comme les tables de logarithmes ré- 
solvent x m = a. (V. les Recherches arithmétiques de M. Gauss.) Nous ajouterons seulement 
que la congruence précédente s'étend aux racines primitives imaginaires de la congruence 
x m = 1 (mod. p = hm — 1). (V. De Residuis cubicis commentatio numerosa, J. de M. Crelle, 
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nombres 1,2, 3... (p — 1), ainsi qu'il suit : 

Soit r une racine 'primitive de x m = 1 (mod. p) et p une racine primitive de 
p ou de x p ~ l = 1 (mod.p). 

1°. On aura r = p (mod. p = hm +1). 

2°. Les résidus de m leme puissance ou les racines de x m =1 (mod. p) seront 



P°, P" 



p( h l ) m ; i eur formule est y r ' 



3°. Les non résidus de première classe, ou les racines de x h = r = /^(mod. p) 



seront les nombres p, p m+1 , p 2m+1 ,. . .p^ h 1 ) m + 1 .■ leur formule est py r ' 
4°. Les non-résidus de deuxième classe, ou les racines de x h = r 



,,2/j 



(mod. p) seront les nombres p 2 , p 



rn+2 



p(h l)m+2 ; l eur f ormu l e es f p2 y n 



5°. En général, les non-résidus de g œm& classe, ou les racines de la congruence 

(h-i)m+g dont la 



.p 



x h = r 9 = p gh (mod.p), seront les nombres p 9 , p rn+9 , 
formule est p 9 y m . 

On emploie fréquemment les conséquences suivantes : 

Pour le cas de nombre pair, —1 sera résidu de m œme puissance, pour 

m 

p — 1 
le module p. Pour le cas de nombre impair, ce qui ne peut arriver que 



classe. 



pour m pair, —1 sera un non-résidu de 

Le produit abcd. . . sera résidu de m ,ew£ classe pour le module p, si la somme 
des numéros de classe des facteurs non-résidus, est multiple de m, ou de forme 
Km. Ce produit sera au contraire un non-résidu de g wme classe, si la somme des 
numéros de classe des facteurs non-résidus est de la forme Km + g. 

Si a est un non-résidu de première classe, les nombres a 1 , a 2 , a 3 ,. . .a" 1 ^ 1 , 
seront des non-résidus de 1 er , 2 e , 3 e ,. . . (m — l)*™ 6 classe respectivement. 

Quoiqu'il y ait de l'arbitraire dans le numérotage des classes de non-résidus 
qui change avec la racine primitive p, cette classification n'en est pas moins 
importante, ainsi que l'a prouvé M. Gauss par sa résolution de l'équation x n = 1, 
où il ne reste guère à faire que des simplifications de calcul, qui n'entraient point 
dans le plan de son ouvrage. 



[JMPA 1837:259] 



[JMPA 1837:260] 



III. 
Nombre de solutions de la congruence a>ix" 1 + a-iX™ = a 3 (mod. p = hm + 1). 



Pour le cas de 03 = (mod. p) ; on a de suite ce théorème : 
La congruence a\x™ + a-ix™ = (mod. p) a une seule solution (x\ = 
0), si —a2a" l ~~ est non-résidu de m' IEme puissance, et 1 + m(p — 1) si 



0, x 2 
-a 2 a?- 



est résidu de m* 



puissance. 



Pour le second cas les m(p— 1) solutions autres que x\ = 0, x 2 = 0, résultent 
de la résolution de z m = — 02d™~ (mod. p), en posant zx 2 = a\X\ (mod. p). 



tome IL) 

Pour la détermination de la congruence aux racines primitives, on peut consulter les exer- 
cices mathématiques de M. Cauchy, année 1829. J'avais donné antérieurement la même 
congruence dans le Bulletin du Nord, journal scientifique et littéraire publié à Moscou. 



205 



La formule générale aix™ + a 2 x™ = 03 (mod. p) se ramène de suite à la 
formule particulière x m — ay m = b (mod. p) en posant x = a\X\, y = X2, a = 
—0,2(1™" , b = a^a m " 1 (mod. p), ce qui ne change pas le nombre de solutions, 
c'est donc cette dernière que nous allons considérer pour simplifier les calculs. 

La congruence x m = ay m + b (mod. p = hm +1), a un nombre de solutions 
multiple de m et moindre que mp. 

En effet, si l'on peut avoir ay m +b = (mod. p), cela aura lieu pour m valeurs 
de y, à chacune desquelles correspondra x = 0, on aura d'abord m solutions. 

Ensuite toute valeur de y qui donne ay m + b congru à un résidu de m™ 
puissance, donne m valeurs correspondantes pour x, d'où résultent m solutions. 
Il faut encore remarquer que si la valeur de y qui rend ay m + b résidu de m œme 
puissance n'est pas zéro, il y aura m valeurs de y, qui donneront pour ay m + b, 
la même valeur résidue, d'où m 2 solutions par la combinaison des m valeurs de 
y avec les m valeurs de x. 

Enfin, pour toute valeur de y qui ne rend pas ay m + b résidu de m*™ 6 puis- 
sance, il n'y aura aucune solution. D'après cela : 

Le nombre de solutions de la congruence x m = ay m + b (mod. p = hm + 1) 
est toujours multiple de m et prend l'une des trois formes : [JMPA 1837:261] 

1°. km 2 si b et —ba m ~ l sont non-résidus de m ,eme puissance par rapport au 
module p. 

2°. km 2 + m, si des deux nombres b, —ba" 1 ^ 1 l'un est résidu et l'autre non- 
résidu de m 26 ™ puissance par rapport au module p. 

3°. km 2 + 2m, si b et —ba™ 1 ^ 1 sont tous deux résidus de m Kme puissance pour 
le module p. 

Il suit de ce qui précède que y ne prenant que p valeurs 0, 1, 2. . .(p — 1), le 

nombre des solutions ne saurait surpasser mp. Pour qu'il fût égal à mp, il faudrait 

avoir (ay m + 6)~^~ = 1 (mod. p) pour toute valeur de y : mettant donc pour y les 

nombres 0, 1, 2. . .p — 1) et sommant, il en résulterait a^^~ (p — 1) = (mod. p) 

en remarquant que si l'on pose 9 +1 9 + 2 a + . . . (p— l) 9 = Jg, toutes les sommes 

comprises dans le résultat seront = (mod.p) à l'exception de J(p— 1) qui sera 

p— 1 
= p — 1 (mod. p). Mais on ne peut avoir a^~ (p — 1) = (mod. p) sans supposer 

a = (mod. p), ce qui n'est point. Le nombre de solutions est donc toujours 

moindre que mp. 

La congruence (1) prendra donc la forme mS 2 = ( — l)SA2(p — 1) (mod. p), 
en posant S2 = mS 2 ; et comme S2 est moindre que p, elle suffira pour déterminer 
cette inconnue. 

Voici maintenant la congruence qui donne S2 ; on y suppose 

Ai = 1.2.3... h, 

A 2 = (h+l)(h + 2)...2h, 
A 3 = (2/i+l) 3/i, 

A m _! = [(m -2)h+l}...{m-l)h={p-h- l)(p - h - 2) . . . = A 2 (-l) /l , 
A m = [{m - ï)h + 1} mh ={p- l){p - 2) p - h = A 1 {-l) h . 
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La relation A g+ i = (— l)' l A m _ g (mod. p) servira pour simplifier les résultats. 
Théorème. La congruence qui donne le nombre S 2 des solutions de la 
congruence x m — ay m = b (mod. p) est [JMPA 1837:262] 

(4) - S 2 = a h (mod. p = hm + 1) 

+ a 2h + ^a h b h 

Ai 

+ a 3h + ^a 2h b h + ^-a h b 2h 

Ai Ai 

+ a 4h + ^a 3h b h + ^a 2h b 2h + ^a h b 3h 

Ai AiA 2 Ai 

+ a (m-l)h + A ™-1 a ( m ~2)h b h + A m-1 A m _ 2 a (m-3)h b 2h + 
Ai AiA 2 

A m-1 a h b (m-2)h 

Ai 

Cette formule se trouve immédiatement par le développement de (x m —c) p ; 
où l'on fait c = ay m + b. 

Négligeant d'abord les termes où x n'a pas un exposant multiple de p — 1, 
et le terme où x n'entre pas avec y, on aura en réduisant tous les coefficients à 
l'unité, d'après l'article précédent, 

c h x m(p-l-h) _|_ c 2h x m(p-l-2h) _|_ _|_ C (m-V)h x mh 

Maintenant, si l'on développe la puissance c kh = (ay m + b) kh , en effaçant tous 
les termes sans y et ceux où l'exposant n'est pas multiple de p — 1, on trouvera 

kh m.khj_^± (k-l)h h h m(kh-h) , Afc ■ Afc_i (k-2)h h 2h m(kh-2h) , 

y +^a y + ^^ a y +... 

A fc A fe-l 2h b (k-2)h 2mh , ^± a h b (k-l)h mh 

AiA 2 y Ai y 

On tirera de là les valeurs de c , c 2 ,. . .c' m_1 ' , d'où la congruence de de 
l'énoncé. 

Si l'on voulait avoir la congruence donnant le nombre des solutions qui ne 
contiennent aucune inconnue égale à zéro, il faudrait prendre [JMPA 1837:263] 
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(5) s 2 = a h b h (mod. p = hm + 1) 

A2 
Ai 
A3 
Ai" ' Ai 



a ^ + ^l a h b » + 6 2h 



a 3" + ^V^ + ^_ a h b 2h + b 3h 



Ai '"Aj 

mh + A ^ fl (m-l)/ l ^ + _ _ _ + A™ a ^ (m _l) h fem/( 

Ai Ai 

qui se trouve précisément de même en négligeant quelques termes de moins dans 
le développement de (x m — c) p_1 . 

Il faut remarquer que les congruences (4) et (5) ne contenant que a , b et 
leurs puissances, restent les mêmes, si a et 6 venant à changer, restent résidus 
de m Kme puissance, quand ils sont résidus; et si quand ils sont non-résidus, ils 
restent non-résidus de la même classe. En un mot, les congruences (4) et (5) 
restent les mêmes, quand a et b changent de valeurs numériques sans changer de 
classe. En général pour toute congruence ax m + by m + . . . + ku m = l (mod. p = 
hm+l), le nombre de solutions restera le même, quand les coefficients a, b,. . .k, l 
resteront des mêmes classes. En effet, si le terme ax m devient ag m y m = a(gy) m , 
y se tirera de x au moyen de la congruence gy = x (mod. p). 

Les formules (4) et (5) donnent les valeurs de S2 et s 2 quel que soit p : il 

est vrai cependant que les coefficients polynomiaux — — , — — , etc., rendent le 

calcul d'autant plus long que p est plus grand ; mais, nous verrons, dans des 
cas particuliers, des théorèmes qui donneront un moyen expéditif de calculer ces 
coefficients. 

Nous allons montrer maintenant comment les deux cas précédents conduisent 
aux valeurs de Sfe et Sk, quel que soit le nombre k des inconnues. [JMPA 1837:264] 

IV. 

Nombre de solutions de la congruence 
a\x™ + 0,2X2™ + . . . + a^x™ = cifc+i (mod.p = hm + 1). 

Soient P et Q deux fonctions de la forme 

a lX ? + CL2X? + ... + a f xf, b lV T + b 2 y 2 n + ■■■ + hy?\ 

représentons par P°, P, P', P",. . .p( m_1 ) les nombres de solutions de la congru- 
ence P = A(mod.p), selon que A sera zéro, résidu de m' eme puissance, ou 
non-résidu de l rc , 2 e , 3°,. . ., (m — l) !eme classe. Autrement g étant un non-résidu 
de première classe, soient 

P° le nombre de solutions de la congruence P = (mod. p), 

P ou p( m ) le nombre de solutions de la congruence P = g (mod. p), 
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P' le nombre de solutions de la congruence P = g (mod. p) , 
P" le nombre de solutions de la congruence P = g 2 (mod. p), 

p(m-i) j e nom bre jg solutions de la congruence P = <? m_1 (mod. p). 

Donnons à Q°, Q, Q', Q". . .Q( m_1 ) et à II des significations analogues et nous 
aurons la proposition suivante : 

THÉORÈME. Le nombre de solutions de la congruence P = Q (mod. p = 
hm + 1) est en posant P — Q = II, 

(6) n° = P°Q° + h[PQ + P'Q' + P"Q" + . . . + p("»-i)Q("»-i)]. 

DÉMONSTRATION. En effet pour une solution, on doit avoir simultanément 
P = A, Q = A (mod. p), A étant un nombre quelconque, qui peut être congru 
à zéro pour le module p, ou encore résidu ou non résidu de m Kme puissance, 
par rapport au même module. Comme l'on devra prendre chaque solution de 
P = A (mod. p) avec chaque solution de Q = A (mod. p), pour en tirer les 
solutions de P = Q (mod. p), on voit qu'à A = (mod. p), il répondra P°Q° 
solutions de P = Q (mod. p). Si A au lieu d'être = (mod. p) était résidu de 
m œm£ puissance pour le module p, on montrerait de même qu'il y aurait PQ so- [JMPA 1837:265] 
lutions qui donneraient P = Q = A (mod. p) et par conséquent P = Q (mod. p). 
Maintenant si la congruence P = A (mod. p) est possible, P = A/ m l'est égale- 
ment et a le même nombre de solutions, ces solutions s'obtenant, comme il est 

très facile de le voir, en multipliant par / les valeurs de X\, Xi,. ■ ■ qui satisfont 

p-\ 

à P = A (mod. p). Ainsi à chacune des = h valeurs résiducs de m*™ 5 

m 
puissance qu'on peut prendre pour A, il répond PQ solutions, ou en tout /iPQ 

solutions. On trouve semblablemcnt hP'Q' solutions de P = Q (mod. p), pour 

lesquelles on a P = Q = à un non-résidu de m œme puissance et de première classe ; 

pareillement on trouve fcP"Q" solutions de la congruence P = Q (mod. p) , pour 

lesquelles on a P = Q = à un non-résidu de m œme puissance et de deuxième 

classe et ainsi de suite. D'où le résultat de l'énoncé. 

La formule (6) subsistera pour P + Q = Il = (mod. p) quand h sera pair. Si 

h est impair il suffira, comme il est très aisé de le voir, d'augmenter les indices 

m 
de Q de — . Cela vient de ce qu'en représentant par p une racine primitive de 

hm , / m 

p, on a —1 = p 2 (mod.p), ou en posant h = Ibl + 1, —1 = p " 2 (mod. p), 

fjl ieme 

ou en d'autres termes de ce que —1 est un non-résidu de — classe. 

Pour le cas particulier de Q = g k x m , g étant un non-résidu de première 
classe, et par conséquent g k un non-résidu de fc*^ classe, on aura évidemment 

Qû = 1, Q' = Q" = Q'" . . . = Q^- 1 ) = Q( fe+1 ) . . . = Qf™- 1 ) = 0, Q« = m. 

En sorte que l'équation (6) deviendra dans la supposition de II = P — Q = 
P - g k x m = (mod. p), 

(7) n° = P°+(p-l)P (fc) , 
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d'où l'on tire 

(8) 



p(fc) 



n ( 



p-i 



On parviendra au même résultat pour II = P + g k x m = (mod. p), si h est 

pair, mais si h est impair, il faudra changer PC ' en P*- 2 ). 

Les formules précédentes ramènent tous les cas à ceux de k = 1 et k = 2, 
c'est-à-dire à ceux de une et deux inconnues, précédemment traités; car si l'on 
prend d'abord la congruence 

a,\x™ + a 2 x™ + . . . + a k x™ = (mod. p), 

il suffira de poser k = f + g, et les nombres de solutions pour des congruences 
contenant l'une / inconnues et l'autre g inconnues 



a\X 1 



a,kX™ = A (mod. p) 



■ ■ + a f x f = A i ~ a f+i x f+i - ■ 

donnera le nombre de solutions d'une congruence contenant f + g inconnues, 
savoir de 

a\x™ + a 2 x 2 n + . . . + a k x™ = (mod. p). 

Ensuite, par la formule (8), on passera du cas de la congruence a\X™ + . . . + 
a k x h" — ûfc+i^fc+i = (mod.p), au cas de la congruence a,\X™ 1 + . . . + a^x™ = 
a k+1 (mod. p). 

Nous allons donner des exemples de ces calculs. 

V. 



[JMPA 1837:266] 



Formules générales pour le nombre de solutions de la congruence 

aj; + i (mod. p = 2h + 1). 



a\x\ 



a 2 x\ 



a k x\ 



0, auquel les autres se ramènent, comme nous 
(mod. p) se réduit ainsi qu'il suit à une 



■a k x\ 



Examinons le cas de a k +i 
venons de le voir. 

La congruence a\x\ + . . . 4 
forme plus simple. 

1°. Tous les termes tels que Ojxf dont le coefficient a% est un résidu quadra- 
tique de p, pourront être remplacés par d'autres termes, tels que yf. En effet, 
soit ai = g 2 (mod. p) et gx% = y, (mod. p), il en résultera a%x\ = yf (mod. p). 

2°. Tous les termes tels que a/i< dont le coefficient a/ est un non-résidu 
quadratique, étant passés dans le second membre, quand —1 sera non-résidu 
quadratique, ce qui arrive pour p de forme Aq — 1, la congruence prendra la 
forme 

y\ + Vl + ■ ■ ■ + VJ = z ï + z 2 + ■ ■ ■ z f (mod. p). 

3°. Mais si —1 est résidu quadratique, ce qui arrive pour p = 4q+ 1, — af sera 
non- résidu quadratique aussi bien que a/ , dans ce cas n étant un non-résidu qua- 
dratique déterminé, on posera — af = nz 2 (mod. p) ou (nz) 2 = —a^n (mod. p), 
ce qui est possible ; et la congruence prendra la forme 



vl 



vl 



y) 



n(z 2 + z 2 + . . . z 2 ) (mod. p). 



[JMPA 1837:267] 
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Si tous les coefficients sont de même espèce résidus ou non-résidus quadratiques, 
la congruence devient 

y\ + vl + ■ ■ ■ + vl = o ( mod - p) 

qui est un cas particulier des précédentes. 

Pour le cas de la congruence y\ + y\ + . . . + y\ = a (mod.p), nous re- 
présenterons le nombre de solutions par Njj, Nfc, N' k , selon que l'on aura a = 
(mod.p), ou que a sera résidu quadratique, ou enfin non-résidu quadratique. 
Si la congruence au lieu d'être du second degré était du m' erne , le nombre de 
solutions serait N° pour a = (mod. p) ; N& pour a résidu de m"™ puissance ; 
N^, pour a congru à un non-résidu de première classe, NJ! pour a congru à un 
non-résidu de deuxième classe, et ainsi de suite jusqu'à N^" 1 pour a non- 
résidu de (m— \'j œme classe. Ici l'indice inférieur est indispensable pour marquer 
le nombre des inconnues. 

Dans le cas de m = 2, objet de ce numéro, quand les nombres N^, Nfc, N^ 
seront déterminés, le problème sera résolu, par la proposition suivante dont la 
vérité s'aperçoit immédiatement. 

Le nombre de solutions de la congruence y\ + y\ + . . . yi = z\ + . . . + 
zf (mod. p = 1h + 1) est égal à 

N^Nj + fctN/Nj+N'jNj). 

Celui de la congruence y\ + y\ + . . . yi = n(zf . . . + zf) (mod. p = 1h + 1) où n [JMPA 1837:268] 
est un non-residu quadratique est égal à 

N/Nj + fctN/Nj+N'fNi). 

Ensuite pour le cas où l'on n'aurait pas ak+i = 0, soient 

Po le nombre de solutions de a\x\ + a^a;^ + • ■ • + akxj, = (mod. p), 

Tlo le nombre de solutions de la congruence a\x\ + . . . + a^x\ — ak+ix 2 = 

(mod. p), 

n — p 

Le nombre de solutions de a\x\ + . . . + akx\ = ak+i (mod.p), sera , 

comme il suit de la formule (8). 

La recherche est donc ramenée à trouver le nombre de solutions de la congru- 
ence 

x\ + x\ + x\ + . . . + x\ = a (mod. p). 

Voici d'abord deux relations qui serviront à simplifier les calculs. 

Théorème. Quel que soit le module premier p = 2h+l, on a toujours 

(9) N2 + /»(N fc +N' fc )=p*. 

Démonstration. Cela se voit de suite en substituant dans P = x\ + x\ + 
. . .-Yx\, au lieu de xi, X2,- ■ -Xk, chacun des arrangements k à k des p nombres 0, 
1,2,.. .{p— 1). De ces arrangements il y en aura N° qui donneront P = (mod. p) 
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à un résidu quadratique déterminé, a par exemple, il en aura encore N& qui 
donneront P = ay 2 , quel que soit y. Ainsi comme il y a h résidus quadratiques, 
il y aura hN k arrangements qui donneront P = à un résidu quadratique. De 
même il y aura hN' k arrangements qui donneront P congru à un non-résidu 
quadratique ; or il faut avoir P = 0, à un résidu ou à un non résidu quadratiques, 
d'ailleurs le nombre total des arrangements k à k est égal à p k , on aura donc 
N£ + h(N k + N' fe ) = p k . Ce qu'il fallait démontrer. 

Théorème. Si le module p est de forme Aq + 1, on aura 

(10) N° = 1 + {p - l)(N fc _i + N fe _ 2 + . . . + N 2 + Ni) = 1 + (p - l)EN fc _i, 

et si p est de forme Aq — 1, on aura [JMPA 1837:269] 

(11) N° = 1 + (p - 1)(N^ + . . . + N 2 + Ni) = 1 + (p - ljEN'fc.!. 

DÉMONSTRATION. En effet, dans le premier cas, on a par la formule (7) 
Ng = Ng_j + {p- l)N fe _i. Pareillement N° k _ 1 = N° k _ 2 + {p- l)N fc _ 2 et ainsi de 
suite jusqu'à N° = N^ + (p — l)Ni : ajoutant ces équations membre à membre 
et remarquant que l'on a Nj = 1, on trouve de suite la formule (10). 

La formule (11) se tire de même de l'équation 

K = K-i + (p- Wk-i 

Les formules (9), (10) et (11), pour le cas de la congruence 
x™ + x™ + . . . + x k = a (mod. p = hm + 1). 
se changent en 

(12) N£ + h(N k + N' fe + . . . + N^ m_1) ) = p k , 

(13) N° k = 1 + {p - l)EN fc _i pour /ipair, 

< — ) 

(14) N° k = l + (p- 1)EN^/ pour /limpair. 



La démonstration est absolument la même. 

Si l'on voulait exclure les solutions renfermant des inconnues égales à zéro, 
il faudrait remplacer les équations (12), (13) et (14) par 

(15) N° + h(N k + N' k + . . . + N k m - iy ) = (p- l) fe , 

(16) N£ = (p-l)N fe _i pour /ipair, 

( — ) 

(17) N° k = (p - l)W k *( pour Ziimpair. 

La démonstration est presque la même. 

Venons-en aux formules générales pour le nombre de solutions de la congru- 
ence x\ + . . . + x\ = a (mod. p). 

D'abord la congruence (3) donne immédiatement ce théorème déjà démontré 
par M. Libri. 
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THÉORÈME. Le nombre de solutions de la congruence a\x\ + 02^2 — a 3 [JMPA 1837:270] 
(mod. p) est p — 1 si —a,\ai est résidu quadratique, et p + 1, si —a\a 2 est non 
résidu. 

DÉMONSTRATION. Mettons la congruence sous la forme (aiXi) 2 — (— a\a-i)x\ 
= ai<23 (mod. p), ou y\ — ay\ = b (mod. p) : la congruence (4) devient — S2 = 
a h (mod.p), ou bien S2 = — (— a\a2) h (mod. p) ou S2 = Tl (mod. p), selon que 
—a\ai est résidu, ou non résidu quadratique. De plus, on a S2 < 2p et pair, il 
faut donc poser S2 = pT 1. Pour le cas de ai = a-i = 1, —a\a2 = — 1, il y a donc 
p — 1 solutions, si p = Aq + 1, et p + 1, si p = Aq — 1 ; car dans le premier cas, 
— 1 est résidu, et dans le second, il est non résidu quadratique. 

Dans le cas de a 3 = 0, ou de la congruence a\x\ + aix\ = (mod. p), il y a 
l + 2(p— 1) solutions si —a\ai est résidu quadratique, et seulement 1, si —a\a2 
est non résidu. 

Cette proposition est un cas particulier d'une plus générale démontrée au 
commencement de l'article III. 

Voici maintenant la proposition générale : 

Théorème. On a pour k nombre impair, 



(18) 

et pour k pair, on a 
(19) 



P-i fe-i fc-i 

Nfe=î> fc ' + (-1) 2'2 .pi, 
p-1 fe-1 fe-1 

iN'^p*- 1 -(-!) — •— .p-T , 



N 



„fc-i 



p— 1 fe 



+ (-1) 2 '2 .(p-l) P 2- 



N fc = Ni 



„fc-i 



p 



(-1)" 



P-i fe 



Démonstration. De la congruence x 
tirerons les deux suivantes : 



a (mod. p), nous 



(20) 



l k-l 



'-fc+li 



<-fc+l 



(mod. p), 



'ki. 



qui n'en font qu'une. Nous égalerons leurs nombres de solutions ; de là nous [JMPA 1837:271] 
tirerons N& ou N' k , d'où il sera facile de déduire Njj, et ensuite N^ ou Nfc. 

Premier cas. p = 4g + 1 et a résidu quadratique. La première des congruences 
(20) a par la formule (7) un nombre de solutions égal à 

N° fe + (p-l)N fe . 

La deuxième des congruences (20) deviendra en posant 



x 1 + x 2 + • ■ • + x k _ 1 , 



'fc+1 



-fc) 



(mod. p). 



Si l'on représente par P , Q° les nombres de solutions des congruences P = 0, 
Q = (mod. p) ; par P et Q les nombres de solutions des congruences P = à un 
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résidu et Q = à un résidu, suivant le module p ; et enfin par P' et Q' les nombres 
de solutions des congruences P = à un non-résidu, Q = à un non-résidu pour le 
module p, le nombre de solutions de la congruence P = Q (mod. p), sera 

P°Q° + /i(PQ + P'Q'); 

mais d'après les notations convenues, 

Po = N°_ 1 , P = N fc _ 1) P' = N' fe _ 1; 

et d'après les théorèmes qui donnent le nombre de solutions de ax 2 — x\ = 
b (mod. p), 

Q° = l + 2(p-l), Q = p-l, Q' = P -l, 

car —a x — 1 = a est résidu quadratique. 

Le nombre de solutions de la congruence P = Q (mod. p), devient donc 

[1 + 2(p - l)]N°_i + h[(p - l)N fc _! + (p - 1)N^], 

égalant ce nombre à N° + (p — l)Nfc et simplifiant au moyen des équations (9) 
et (10), on aura, à cause de 



l'équation 

pareillement, 

d'où 



EN fc =pEN fc _2+p fc - 1 + l, 



N k =pS k - 2 +p?°- 1 -pl'- 2 , 



qui revient à [JMPA 1837:272] 

(21) N fc -p fc - 1 =p(N fe _ 2 -p' £ - 3 ). 

Cette équation montre que les quantités Ni — 1, N 2 — p, N3 — p 2 , etc. forment 
une série récurrente dont l'échelle de relation est 0, p. 

Soit en général A, B l'échelle de relation d'une série récurrente : si l'on veut 
que ax n + by n soit le terme de rang n + 1, il faudra poser 

ax n + by n = A(ax"~ 1 + by n ~ l ) + B(ax n ~ 2 + by n ~ 2 ), 

qui peut s'écrire 

ax n - 2 {x 2 - Ax - B) + by n ~ 2 {y 2 - Ay - B) = 0, 

à laquelle on satisfera en prenant pour x et y les racines de z 2 — Az — B = 0. 
Puis il faudra déterminer a et b, de manière que ax° + by° et ax + by soient 
respectivement égaux aux deux premiers termes. Dans le cas présent on a 

A = 0, B = p, z 2 = p, d'où x = y/p, y = —y/p : 
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de plus, 

Ni-l = 2-l = l, N 2 -p = p-l-p= -1. 

Les équations qui déterminent a et b sont donc 

a + b = 1, (a — b)yjp = — 1. 

d'où l'on tire 

a= ; — , 0= ; , 

Vp Vp 

et par conséquent, 

ou bien encore, [JMPA 1837:273] 

(22) N, -p*- 1 = \{y/p- l)Wp) k - 2 - \WP+ l)(~Vp) k - 2 - 

Ce qui donne pour k nombre pair, 

N fc =p fc - 1 -pî- 1 , 
et pour fc nombre impair, 

N fe = p fc 1 + p 2 . 

On aurait pu obtenir ces deux équations par de simples éliminations et sans 
recourir aux séries récurrentes, car la valeur de N& dépend de celle de Nfc_2, 
celle-ci s'obtient au moyen de Nfe„4 et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on parvienne à 
N2 et Ni dont les valeurs sont connues ; dans ce calcul, il faut traiter séparément 
le cas de k pair et celui de k impair. 

Au moyen des valeurs trouvées pour Nfc, l'équation 

N° = 1 + (p - l)(N fc _i + N fe _ 2 + . . . + N 2 + Ni), 

donnera pour k impair, 

<=p k -\ 
et pour k pair, 

N^p^ + tp-ri.pf- 1 . 



Deuxième cas. p = Aq + 1 et a non-résidu. 

Il + h(N k + N' fe , 



Pour k impair l'équation N^ + h(Nk + N' k ) = p , donne 



Nk + K = ^izJ^l = 2p ^ 



p-i 

d'où l'on tire 

N' fe = 2p fc ~ 1 - N s 
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ou bien 



Nl=p"-pV. 



Pour k pair, on a 
N fc + N' fe = 2 [p k - p*" 1 - (p - l)pf - 1 ] : (p - 1) = 2(p fc " 1 - pi" 1 ) = 2N fe , 

d'où 

N' fe = N fc . 

Troisième cas. p = Aq — 1 et a non-résidu quadratique. 

Les nombres de solutions des deux congruences (20), sont ici en vertu de 
Q° = 1, Q = Q' = p+l, égaux respectivement à 

N° + (p - IK, N°_! + Ezi[(p + l)Nfc_! + (p + 1)^]; 



[JMPA 1837:274] 



égalant ces deux nombres, il vient 



P +1 /„fc-i 



pareillement 



d'où 



p- 1 



EN'^ = -pSN' fe _ 3 + ^\(p k ~ 2 ~ 1), 



K = -pK-2+p k ~ 1 + p k - 2 , 

ce qui revient à 

(23) K-p"- 1 = -p(K-2-p k - 3 )- 

Cette équation traitée comme l'équation (21) donnera 

(24) N' fe -p'- 1 = \{V=P + i)W-P) k - 2 + U-^p + l )(-V-p) k - 2 ; 

car il faut remarquer qu'on a ici N^ — 1 = — 1 et N 2 — p = 1, puisque N' : = 0, 
N 2 = p + 1 ; de là résulte 

— y/—p+l , \/~P+l 

o 



Pour k nombre impair l'équation (24) donne 

N'fc^p*" 1 -^)^, 
et pour k nombre pair, elle donne au contraire, 

N fe =p fc - 1 + (-p)^ 1 
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On pouvait obtenir ces valeurs de N' fc par de simples éliminations. 

L'équation N° = l+(p— 1)EN^_ 1 , donnera, comme plus haut, pour k impair, 



[JMPA 1837:275] 



N° fe 



Jfe-i 



et pour k pair, 



n2 



„fc-i 



(p-l)p2- 



Quatrième cas. p = 4g— 1 et a résidu quadratique. L'équation Nj 



p-1 



Nf 



p fe donne encore pour fc impair N^ + NL = 2p k 1 , d'où Nfc = p fe ^^ + 



(N fc - 
fc-i 



fc-i 



(-p) 2 , et pour fc pair N fc + N' fc = 2N fc , d'où N' fc = N fe . 

p-i 
Si l'on remarque maintenant que l'on a (—1) 2 = +1 pour p = 4g + 1 et 
p-i 
( — 1) 2 = — 1 pour p = 4g — 1, on aura les résultats de l'énoncé. 

Les formules (22) et (24) se déduisent avec la plus grande facilité d'une 
formule très générale et très remarquable donnée par M. Libri, dans son mémoire 
sur la Théorie des Nombres, nous reviendrons plus loin sur cette formule. 

VI. 

Nombre de solutions de la congruence a\x\ + a^x\ = a^ (mod. p = 3/j + 1). 

1°. Si 03 = 0, il y aura, comme on l'a vu, 1 ou 1 + 3(p — 1) solutions selon 
que —a-2,a\ sera résidu ou non résidu cubique (III). 

2°. Dans le cas général, nous ramènerons la congruence précédente à la forme 
y\ — ay\ = b (mod. p = 3/i + 1). Ici, en posant 

2h(2h - l)(2/i - 2) ... (h + 1) _ 
1 . 2 ! 3 h _Q ' 

la congruence (4) donnera 

(25) -S 2 = a h + a 2h + Qa h b h (mod. p = 3h + 1). 

Comme h est pair, on voit que les signes de a et b venant a changer, S2 n'en 
conservera pas moins la même valeur. Comme a h et b h , selon les valeurs par- 
ticulières de a et de b, peuvent prendre trois valeurs, qui sont les racines de la 
congruence z 3 = 1 (mod.p), savoir 1, r, et r 2 en représentant par r une racine 
primitive de z 3 = 1 (mod. p), ou ce qui est la même chose dans le cas présent, 



où il y a deux racines primitives, une des racines de z 



1 = (mod. p), 



ou encore de (2z + 1) 



-3 (mod. p). On voit de suite que la congruence 



yf — ay| = b (mod. p) peut présenter neuf cas correspondants aux neuf com- 
binaisons des trois valeurs de a et des trois valeurs de b . Soit donc un a 
non-résidu cubique de première classe, nous aurons les neuf congruences sui- 
vantes à côté desquelles sont inscrits les nombres de solutions, représentés par 



[JMPA 1837:276] 
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les lettres A, B, C, différemment accentuées. 



vl- 


-7/2 = 1 (mod. p) Asol. 


vt ~ ay\ = 1 (mod 


V) 


A'sol 


vl- 


-yl = a 


B 


V\ -ayl = a 






B' 


vl- 


-y\ = a 2 


C 

y\ - a 2 y\ = 1 
y\ - a 2 y\ = a 


3 3 2 

2/1 -ay 2 = a 

(mod. p) A"sol. 
B" 






C 



yf - a'yi = a 2 C" 

Si l'on substitue dans la congruence (25) les valeurs de a h et a 2h , qui sont r et 
r 2 , on obtiendra, au moyen de la relation 1 + r + r 2 = (mod. p), les congruences 

(mod. p), 



A = 


-2-Q, 


A' = 1 - Qr, 


A" = 1 - Qr 2 


B = 


-2 - Qr, 


B'=l-Qr 2 , 


B" = 1 - Q, 


C = 


-2 - Qr 2 , 


C'=l-Q, 


C" = 1 - Qr, 



d'où l'on déduira facilement les congruences 

(26) A + 3 = C' = B" = 1-Q (mod. p= 3/i+l), 

B + 3 = A' = C" = 1 - Qr, 
C + 3 = B' = A" = 1 - Qr 2 . 

Par exemple, la congruence (25) donnant A + 3 = 1 — Q (mod. p) et C = 

1 — Q (mod. p), comme A et C sont moindres que 3p et que A + 3 et C sont 

divisibles par 3, il en résultera que la différence A + 3 — C sera divisible par 3p, [JMPA 1837:277] 

d'où suit nécessairement A + 3 = C, et ainsi des autres congruences. 

Les congruences (26) donneront immédiatement A, B, C, A', B', C, A", B", 
C", quand on aura déterminé Q et r. Pour déterminer r on a la congruence 

-1 I / o 

(2r + l) 2 = —3 (mod. p) ou r = (mod. p). 

Nous donnerons plus bas la manière de calculer presque à la fois r et Q, ou 
plutôt le reste de Q divisé par p. 

Les congruences (26) donnent par addition 

9 + A + B + C = A' + B' + C = A" + B" + C" = 3 (mod. p), 

ce qui résulte encore de l'équation 

9 + A + B + C = A' + B' + C = A" + B" + C" = 3(p + 1), 

qui est une conséquence immédiate des équations 

1 + 3(p - 1) + fc(A +B + C)=p 2 , 
l + h{A' +B'+ C')=p 2 , 
1 + h{A" + B" + C") = p 2 , 
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qui se prouvent précisément comme l'équation 

Ni] + /i(N 2 + N^ + N' 2 ')=p 2 . 
On a donc entre A', B', C la relation 

(27) A' + B' + C' = 3(p+1). 

Les deux autres équations qui donneraient A+B+C et A"+B"+C", résulteraient 
de (26) et de (27) ; de sorte qu'il est inutile de les écrire. 

On peut trouver entre A', B', C une autre relation qui conduira à la valeur 
du reste de Q divisé par p ; mais pour les cas particuliers où p sera un petit 
nombre, il sera plus court de calculer le reste de Q au moyen de la formule 
2h.{2h-l)...{h+l) 

Q " 1 . 2 h ■ 

Soit la congruence x\ — ax\ = y\ — a 1 y\ (mod. p) où a est un non-résidu eu- [JMPA 1837:278] 
bique de première classe, la formule (6) donnera pour le nombre de ses solutions 

l + /i(A'A" + B'B" + CC"), 

ou d'après les équations (26), 

l + /i(A'B' + B'C + A'C). 

Mais si l'on écrit la congruence précédente sous la forme x\ — yf = a{x\ — 
ay|) (mod.p), la formule (6) donnera pour le nombre de ses solutions 

1 + 3(p - 1) + h{AC + BA' + CB'), 

nombre qui, par le moyen des équations (26), devient 

1 + 3(p - 1) + h{A' 2 + B' 2 + C' 2 ) - {p - 1)(A' + B' + C); 

égalant ces deux valeurs du môme nombre, on a 

A'B' + A'C + B'C = A' 2 + B' 2 + C' 2 - 3(A' + B' + C) + 9, 

d'où, en simplifiant au moyen de l'équation (27), on tire 

A'B' + A'C + B'C = 3(p 2 + p + 1). 

Si l'on pose A' — B' = 9u, u sera nécessairement entier, et à cause de A'+B' = 
3(p + 1) — C, on aura 

A' = I[3( p +1)-C + 9m], B'= |[3(p+l)-C + 9w]. 

Substituant dans A'B' + A'C' + B'C', on trouvera, réduction faite, 

(28) (C'-p- if + 27u 2 = 4p. 
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Soit L 2 + 27M 2 = 4p, où L et M sont positifs, cette équation n'aura qu'une [JMPA 1837:279] 
solution 2 ; au moyen d'une table de carrés, il sera très facile de déterminer L et 
M par voie d'exclusion. Ce calcul fait, on posera 



c 



p 



1 = ±Let u = ±M, d'où A' - B' = ±9M. 



La première équation donne C' = p+l±L ; et comme C' doit être divisible par 
3, le signe de L sera déterminé, il faudra poser ±L = 3/+ 1 = 3A — 2 ; en donnant 
à l et A le signe convenable, il en résultera C = 3(/i + À), et parconséquent 



(29) 



A 
B 

C 



C 
A' 

B' 



B" 

C" 

A" 



3(fc, + À), 
z(h+ 1- 

z(h+ 1- 



A + 3M 

2 
A±3M 



Si l'on compare la première de ces équations avec la première des congruences 
(26), il en résultera 1 — Q = 3(/i + A) = 3/i + 2 ± L (mod. p), ou bien — Q = 
±L (mod. p) : on a donc ce théorème qui est dû à M. Jacobi. 

2h. (2h-T) . . . (h+l) 



Théorème. Le coefficient 
p^ 



étant divisé par p donne 

2 



1 . 2 h 

un reste I < — ) toujours égal à L sous la relation L 2 + 27M 2 = Ap, en prenant 

L, positif ou négatif, de la forme 3Z + 1. 

(J. de M. Crelle, tome 2. De residuis cubicis commentatio numerosa). 

Quant au signe de M, il reste nécessairement ambigu dans les équations 

(29), parce qu'il dépend de la valeur de r, racine primitive de z 3 = 1 (mod. p), et [JMPA 1837:280] 

— 1 i / — 3 
que cette congruence a deux racines primitives (mod. p). L'équation 

A'-B' = ±9M revient à -(2r+l)Q = ±9M (mod. p) qui se réduit à L 2 +27M 2 = 
(mod. p). 

Cette dernière congruence, qui se tire immédiatement de l'équation L 2 + 
27M 2 = Ap donnera très facilement la valeur de p, car on en tire L = 3M\A-3 
(mod. p), ou, si l'on veut, 9N = L\/— 3 (mod. p). Cette dernière congruence 
revient à -(2r + 1)Q = ±9M (mod. p). 

Les valeurs de A, B, C, A', B', C, A", B", C", pourraient conduire à des 
formules générales pour le cas d'un nombre quelconque d'inconnues, et l'on 
obtiendrait encore, pour le cas principal, des séries récurrentes dont l'échelle de 
relation aurait trois termes ; mais les calculs seraient assez longs. Nous donnerons 



2 Voici comment le prouve M. Gauss. Soit s'il est possible une nouvelle solution L' 2 + 
27M' 2 = 4p, on obtiendrait 

1°. (LL' - 27MM') 2 + 27(LM' + L'M) 2 = 16p 2 . 

2°. (LL' + 27MM') 2 + 27(LM' - L'M) 2 = 16p 2 . 

3°. (LM' + L'M)(LM' - L'M) = 4p(M' 2 - M 2 ). 

La 3 e équation montre que le nombre premier p, divise un des nombres LM' + L'M, LM' — 
LM', tandis que la première et la deuxième font voir que chacun de ces nombres est moindre 
que p. Donc, etc. 
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plus loin la formule de M. Libri, qui ne présente point cet inconvénient, et qui 
deviendra très facilement applicable au moyen des propositions précédentes. 

VIL 

Nombre de solutions de la congruence a\x\ + aix\ = 03 (mod. p = Ah + 1). 

Nous traiterons ici le cas de la congruence y\ — ay\ = b (mod. p), auquel les 
autres se ramènent. Les formules générales seront données à la fin du paragraphe. 

Le nombre S2 des solutions de la congruence précédente est déterminé com- 
plètement par la congruence (4), qui devient ici 

-S 2 = a h + (a 2h + ^b h a h ) + a 3h + ^a 2h b h + ^a h b 2h (mod. p). 
V Ai / Ai Ai 

Or, 03 = ( — 1) A2 (mod. p), on aura donc pour h pair, et en posant 



(30) 



2h{2h- ï)...(h+ï) 
1 . 2 h " Q 

-S 2 = a h + a 2h + a 3h + Qa h b h {l + a h + b h ) (mod. p), 



et pour h impair 
(31) -S 2 



,3/1 



,hih 



+ a m + a 411 + Qa n b n {l -a 11 - b n ) (mod. p). 



Les valeurs de a h , b h , et de leurs puissances, quelles que soient les valeurs de 
a et b, sont les racines de la congruence z 4 = 1 (mod. p), savoir, 1, r, r 2 , r 3 , en 
représentant par r une racine primitive de la congruence z 4 = 1 (mod. p), ou, ce 
qui est la même chose dans le cas présent, où il y a deux racines primitives, r 
satisfait à la congruence z 2 + 1 = (mod.p). 

Ainsi la suite 1, r, r 2 , r 3 pourra être remplacée par 1, r, —1, — r. 

Quand on connaîtra r et le reste de Q divisé par p, on pourra employer les 
formules (30) et (31) ; mais comme le calcul direct du reste de Q est fort long, 
et même impraticable quand p est un grand nombre, nous démontrerons plus 
loin un théorème de M. Gauss, qui déterminera très expéditivement le reste de 
Q, au moyen de l'équation L 2 + 4M 2 = p, qui donnera aussi la racine primitive 
r. 

Premier cas. h = 2h' , p = 8h' + 1. 

Si l'on représente par a un non-résidu biquadratique de première classe, la 
congruence y\ 



ay\ 



b (mod. p) sera susceptible de seize formes, dont nous 
écrirons le tableau avec les nombres correspondants de solutions, représentés par 



[JMPA 1837:281] 
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les lettres A, B, C, D, différemment accentuées. 



y\ 



û 



2 4 

« 2/ 2 



>JÎ 



vi 



2 4 

a y 2 



vt 



vi 



1, A; 

1, A"; 

a, B; 

a, B"; 

yf-yt- ° 2 ' c ; 

a 2 ,C"; 

a 3 ,D; 

a 3 ,D"; 



y 4 

y 4 - 

y 4 

y\- 



4 

-«2/2 
a 3 2/^ 



-ay 2 

« 3 y 4 



4 4 

2/i - ay 2 



>JÎ 



2 4 

a 2/2 
2/1 

2 4 

a 2/2 



2/2 4 " 

2/r 

2/2 4 " 



a 3 yî 



1, A'; 
1, A'", 
a, B'; 
a, B'". 
a 2 , C; 
a 2 , C". 



> (mod.p = 4h+ 1) 



ay| = a 3 , D'; 



a 3 2/ 2 4 



a 3 , D" 



Substituant dans la formule (30) les valeurs de a , a , a , on aura, réduc- 



tions faites, 

A = 

A" 
B 
B" 
C 



[JMPA 1837:282] 



-3-Q, 



1 



-3-(2r-l)Q, 

1-Q, 

-3 + Q, 



A' 

A'" 

B' 

B'" 

C 

C" 

D' 

D"' 



(2r 
(2r- 

(2r- 

Q, 
Q, 



i)Q, 
i)Q, 
i)Q, 



> (mod. p = Ah + 1) 



C" = 1 + Q, 

D =-3+(2r+l)Q, 

D" = 1 - Q, D'" = 1 - (2r - 1)Q, 

d'où l'on tirera très facilement 

(32) A + 4=1-3Q, 

B + 4 = A' = D'" = 1 - (2r - 1)Q, 
C + 4 = A" = C" = 1 + Q, 
D + 4 = B' = A'" = 1 + (2r + 1)Q, 

C' 



1-Q. , 



> (mod. p = 4/i+ 1). 



C' = D' = B" = D" = B'" 

On trouve encore les équations 

16 + A + B + C + D = A' + B' + C + D' = A" + B" + C" + D" 
= A'" + B'" + C" + D'" = 4(p + 1), 

qui se prouvent tout-à-fait de même que l'équation 

N° + /i(N 2 + N' 2 + N' 2 ' + N 2 ") = p 2 . 

On aura donc, au moyen des équations (32), les nouvelles équations 

(33) A + B + C+ D =4(p-3), 

B + D+2B" = 4(p- 1), 
C+ B" = 2(p-1). 
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Les deux dernières conduisent à B + D = 2C. 

Si l'on pose C — B" = I6u, B — D = I6v, il s'ensuivra que u et v seront 
entiers, et les équations (33) donneront 

V = p - 9 - 24u, 



B" 


= P~ 


- 1 - 8m, 


B=p- 


- 1 + 8u + 8v 


C 


= P~ 


- 1 + 8u, 


D = p- 


- 1 + 8u - 8v 



Or, il existe entre u et v une équation indéterminée qui les fait connaître sans [JMPA 1837:283] 

ambiguité (sauf celle du signe), par la raison qu'elle n'a qu'une solution; c'est 

l'équation 

(34) p= (l + 4u) 2 + 4v 2 , 

que l'on obtient de la manière suivante : 

Le nombre a étant un non-résidu biquadratique de première classe, la congru- 
ence x\ — a 2 x\ = a(yf — ay|) (mod. p) a, d'après la formule (6) et les relations 
précédentes, un nombre de solutions représenté par 

1 + h(A"B' + B"A' + C"B' + D"C')- 

La même congruence, mise sous la forme x\ — ay\ = a 2 (a4 — 2/f)i a P°ur nombre 
de solutions 

1 + 16/1+ h{A'C + B'D + C'A + D'B); 

égalant ces deux valeurs du même nombre, on trouve 

B"(B" + C - A + 8) = D 2 + C(B - D), 

qui se réduit, par la substitution des valeurs de A, B, C, D, B", à l'équation 
(34). 

On prouvera, comme dans l'article précédent, que l'équation L 2 + 4M 2 = p 
n'a qu'une seule solution en nombres positifs, et en déterminant convenablement 
le signe de L, on pourra faire 1 +4u = ±L. D'ailleurs on a C — B" = I6u = 2Q — 
4 (mod. p), ou 8u = Q— 2 (mod. p). Par conséquent l'on aura Q = ±2L (mod. p = 
8h' +1). Comme L est moindre que -^p, on pourra poser 

|Q = ±L (mod. p). 

De là ce théorème de M. Gauss : 

, 2h.(2h- l)...(h- 1) . , , , T / 

«La quantité ^ (mod.p) est toujours égale a ±LI < 



2 1 . 2 h 

en prenant p = L 2 + 4M 2 et ±L = 1 + Au.» 



Quant au signe de v il dépend de r, qui se détermine par 2M = Ly — 1 = 
Lr (mod. p), congruence qui revient à B — D = 16w, ou du moins qui s'en déduit. 

Les quantités A, B, C, D, etc., étant déterminées par ce qui précède, on 
calculera, par le moyen de la formule (6), le nombre de solutions pour toute 
autre congruence contenant plus de deux inconnues. Voici un seul exemple qui 
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[JMPA 1837:284] 



suffira pour que l'on puisse appliquer dans tous les cas la formule générale qui 
sera donnée plus loin. 

Pour trouver le nombre de solutions de la congruence 

xf + x\ + x\ + l = (mod. p = Ah + 1) : 

Si l'on représente par II et P° les nombres de solutions des congruences 



n = x\ + x\ 



xx 



x\ = et P = x\ + x\ + #3 = (mod. p), la formule (8) 



n 



o 



:>n 



donnera pour le nombre cherché 

P-1 
Or x\ + x\ + x\ = (mod. p = 8h' + 1), revenant à xf + x\ = y\ (mod. p), 

on aura 

P° = 1 . [1 + 4(p - 1)] + h . 4 . A = 1 + 4(p - 1) + (p - 1)A. 

Quant à la valeur de II , en mettant xf + x\ + a;| + x\ = (mod. p) sous la 
forme xf - 1 - - = " — " 



x^ = j/f + y\ (mod. p), ce sera 



[l + 4(p-l)] 2 + 
Le nombre cherché est donc 

4[l + 4(p-l)] + A2 + B2 + C2 



p-\ 



(A 2 + B 2 + C 2 



D 2 



D 2 



P 



17p+ 10 + 56u+64u 2 



par la substitution des valeurs de A, B, C, D. 

Les congruences (32) montrent de suite que ce nombre est indépendant de 
la racine primitive r. 

Deuxième cas. h = 2h! + r, p = Sh' + 5. 

Dans ce cas la formule (31) donne 





A =-3 + Q, 


A' = 1 - Q, 




A" = 1 + Q, 


A'" = 1 - Q, 




B =-3-Q, 


B' =l-(2r-l)Q, 




B" = l + (2r + l)Q 


B'" = 1 - Q, 




C =-3 + Q, 


C = l + (2r+l)Q, 




C" = 1 - 3Q, 


C" = 1 - (2r - 1)Q, 




D =-3-Q, 


D' =1-Q, 




D" = l-(2r-l)Q 


D /// = l + (2r+l)Q. , 


d'où 


.'on tire 






A + 4 = C + 4 = A"=1 


+ Q, 


(35) 


B + 4 = D + 4 = A' = D' 


= A'" = B'" = 1 - Q, 




B' = D" = C" = 1 - (2r 


-i)Q, 




C' = B" = D'" = 1 + (2r 


+ 1)Q, 




C" = 1 - 3Q. 


/ 



> (mod. p) 



> (mod. p = 8h' + 5). 



[JMPA 1837:285] 



224 



On a de plus les équations 

(36) A" + B" + C"+ D" =4(p+l), 

B" + D" + 2B'" = 4(p+l), 
A"+ B'" = 2(p+1), 

qui donnent les deux suivantes : 

A" + C" = 2B'", B" + D" = 2A". 

Si l'on pose A" — B'" = Au, D" — B" = \Qv, on aura, comme il est facile de le 
voir, u et v entiers, et de plus 

C" = p + 1 - 6m, 



B"' 


= p + l-2u, 


B" 


= p+ 1 + 2u- 8v. 


A" 


= p+l + 2u, 


D" 


= p+l + 2u+8v 



Si l'on cherche, par le moyen de la formule (6), les nombres de solutions des 
congruences 

x\ - ax% = y\- ay\, x\-y\ = a{x\ - y\) (mod. p = 8h' + 5), 

qui reviennent à la même, et où le nombre a est un non-résidu biquadratique de 
première classe, on trouvera, en égalant ces nombres, 



1 + h{A 12 + B' 2 + C' 2 


+ D' 2 ) = 


■ (l + 16/i) 2 


ou, réductions faites, 








(37) 




p- 


= u 2 + Av 2 . 



Donc si l'on pose p = L 2 +4M 2 , L et M étant positifs, il faudra faire u = ±L, en [JMPA 1837:286] 
choisissant le signe de sorte que A" = p+ 1 ±2L devienne multiple de 8. Il faut, 
pour cela, prendre ±L = 1 + Au' . On a encore ici A" — B'" = Au = 2Q (mod. p), 
et par suite ^Q = L (mod. p), comme dans le premier cas. 

Pour donner un exemple de l'application des formules (6) et (8), nous cher- 
cherons le nombre de solutions de la congruence x\ + x\ + x\ + 1 = (mod. p = 
8h' + 5), nombre qu'il est nécessaire d'obtenir pour pouvoir employer dans tous 
les cas la formule générale qui sera démontrée plus bas. Nous représenterons par 
Il la fonction x\ + x\ + x\ + x\, et par P la fonction x\ + x\ + x|. 

n°-p° 

Le nombre cherché sera, d'après la formule (8), . Si l'on écrit la 

P- 1 
congruence II = O(mod.p) sous la forme x\ — {—\)x\ = (— l)[x| — (— l)a;|] 

(mod. p), qui rentre dans la forme x\ — a 2 x\ = a 2 {x\ — a 2 x\) (mod. p), on aura, 

pour le nombre de solutions, 

n° = 1 + h(A"C" + B"D" + C'A" + D"B"). 

Quant à la congruence P = 0, ou x\ + x\ = —x\ (mod.p), elle a pour nombre 
de solutions P° = 1 + AhC" . 
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Le nombre de solutions cherché sera donc 

C" = p 2 - 7p + Su + Au 



A"C" + B"D» _ 2 „„,„..,„, 



par la substitution des valeurs de A", B", C", D". 

Nous ferons observer, en terminant ici ces applications, que nous pourrons 

reprendre dans un autre mémoire pour le cas de m = 5, que pour ce cas et celui 

de m = 6, c'est-à-dire pour p = 5h + 1 et p = 6h+ 1, les formules qui donnent les 

nombres de solutions des congruences ax 5 + by 5 . . . + ku 5 = l (mod. p = 5h + 1), 

ax 6 + by 6 + . . . + ku 6 = l (mod. p = 6h + 1), renfermeraient les deux coefficients 

binomiaux 

2h.{2h-l)...{h+l) 3h.{3h-l)...2h 

1 . 2 h ' 1 . 2 h ' 

et comme leur détermination directe serait fort longue, et souvent même im- [JMPA 1837:287] 
praticable, on ferait dépendre leur détermination de la résolution de certaines 
équations indéterminées. Pareillement, pour p = 7h + 1,. . .p = 8/i + 1, les for- 
mules contiendraient les trois coefficients binomiaux 

2h.(2h-ï)...(h+T) 3h . (3h - 1) . . . (2 h + 1) 4h . (4/j - 1) . . . (3h + 1) 
1 . 2 h ' 1 . 2 h ' 1 . 2 h ' 

et ainsi de suite. 

Il se présente donc ici un problème important à résoudre, et dont voici 
l'énoncé : 

«Soient p = mh + 1 et A 1 = 1 . 2 . . . h, A 2 = (h + ï)(h + 2) . . . 2h, A 3 = 
(2h + l)(2h + 2) . . . 3h,. . A m = ((m — l)h + 1) . . . mh ; on demande les valeurs 

de ——, ——,...— — (mod. p), n étant — ou l'entier immédiatement supérieur; 
Ai Ai Ai 2 

ou, s'il est possible, les valeurs de Ai, A 2 . . .A„ (mod. p), c'est-à-dire les restes 
de ces quantités divisées par p nombre premier.» 

Ce problème a été résolu dans quelques cas particuliers ; la solution générale 
serait fort utile pour la détermination des équations auxiliaires qui servent à 
l'abaissement de l'équation x p = 1 ; c'est ce qu'on verra dans l'article suivant ; 
et elle ne serait pas moins utile pour l'établissement des lois de réciprocité 
dans la théorie des résidus de puissances, ainsi qu'on le montrera dans un autre 
paragraphe. 

VIII. 

Nombre de solutions de la congruence 
A + Aix7 + A 2 x™ + ... + k k xl l = (mod. p = hm + 1). 

Pour trouver le nombre de solutions d'une congruence </>(xi,X2, ■ ■ ■ >#fc) = 
0(mod.j3) déterminé ainsi qu'il a été dit dans l'article premier, il suffit de 
chercher une fonction tp(xi,X2 ■ ■ ■ ,Xk) qui se réduise à l'unité pour toute so- 
lution X\ = ai, xi = Oi2---i %k = Qfe) et qui se réduise à zéro pour toute 
substitution xi = /3i, x 2 = fii- ■ -Xk = flk, qui ne satisfait pas à la congruence 
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4>(x\, xi . . . , Xk) = (mod. p) la somme des valeurs de tp(xi, x% ■ . ■ , Xk) formées 

en mettant successivement, au lieu de x\, x 2 . . ., Xk, les p k arrangements k à k [JMPA 1837:2 

des nombres 0, 1, 2. . .p— 1, sera le nombre des solutions que nous représenterons 

par S fc . 

Pour le cas de p nombre premier, en représentant par R une racine imaginaire 

quelconque de l'équation z p = 1, on sait que -(1 + R* + R 2î +R 3î + . . . + R( p_1 -'M 

p 

devient 1 ou 0, selon que le nombre entier i est divisible ou non divisible par p. 
On peut donc poser 

tp. = 1(1 + R^- + R 2 ^- + . . . + Rfr- 1 )*-). 
p 

Pour abréger, on a écrit tp. et <f>. au lieu de ip( x ij x 2 ■ ■ ■ i Xk), <f>(x\, x^ ■ ■ ■ , £&)• 
De là résulte 

(38) S fe = -E(l + R ' + R 20 ' + . . . Rfr- 1 )*-), 

la somme étant prise, par rapport à x\, depuis x\ = inclusivement jusqu'à 
x\= p (exclusivement) ; par rapport à X2, depuis xi = jusqu'à x-i = p, et ainsi 
des autres. 

Pour calculer plus facilement cette somme, représentons par p une racine 
primitive de p ou de x p ~ 1 — 1 = (mod. p = hm +1), et posons 

y a = RP° + RP'" + RP 2m +... + RP <fc - 1)m ; 

1 m + 1 2m + l (fe-l)m + l 

j/i = R p + R p + R" + . . • + R p 

2 m + 2 2m + 2 (fc-l)m + 2 

y 2 = R p +R p +R" +... + R" 



Va = RP a + R" m+a + R<> 2m+a +... + RP ( *- 1)m+0 , 

m-1 2m + l 3m + l fcm — 1 

y m _ 1 = RP +RP +RP +... + RP 

Ces m quantités seront nécessairement les racines d'une équation du degré m, [JMPA 1837:289] 
puisque si l'on remplace la racine R par une autre racine imaginaire, telle que 
R pa , la suite y , y t . . .y rn -i, deviendra y a , y a+1 , y a+2 . . ., y a _ x qui n'en diffère 
que par l'ordre des termes. 

Appliquons la formule (38) à la congruence 

A + Aicc™ + A 2 x™ + ... + A k x™ = (mod. p = hm + 1), 

ou plutôt à la congruence 

p a + p b xT + p c xl? + ... + p 9 x"} = (mod. p = hm + 1), 

puisque tout nombre entier est congru à une certaine puissance de la racine 
primitive p. 
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On voit de suite que la formule (38) donne 

pS fe = p k + ER ' + ER 2< ^ + . . . + ERfr- 1 ^-. 

Cherchons donc la valeur de ER 1 ^., ou plutôt, en prenant pour le nombre 
entier positif i la puissance p n qui lui est congrue suivant le module p, cherchons 
la valeur de ER P $■ . Mettant pour <f>. sa valeur, on trouve immédiatement 

ER P "<^ = R pa+ "ER pb+ " x ™ER p0+ " x ™ . ..ER pS+ " x ™, 

chaque somme étant prise, comme on l'a dit, depuis zéro jusqu'à p. 

Or, si l'on met pour x\ les nombres 1, 2, 3, 4. . .p — 1, ou p, p 2 . . .p p ~ , xf 
donne, à l'ordre près, les termes p m , p 2m . . .p km , pris chacun m fois. 

Soit en effet X\ = p lk+ J (mod. p = hm +1), i et / étant tous deux moindres 
que m, il en résultera xf = p lkm +f m = pf m (mod. p) ; or i peut prendre m 
valeurs 0, 1, 2. . ., m — 1 ; le terme p^ m se trouve donc répété m fois, et il en est 
de même de p m , p 2m , etc. 

Ayant donc égard à la valeur x\ = 0, on trouvera T,R P x f = 1 + my q , et par 
suite 

ER""^' = R"° + "(l + my 6+n )(l + my c+n ) . . . (1 + my g+ „); 

faisant successivement n = 0, 1, 2. . .p — 2, et ajoutant toutes les valeurs de [JMPA 1837:290] 
ER P ^', on trouve 

(39) pS k =p k + 3/ (l + mj/ )(l + my b )(l + my c ) . . . (1 + my 9 ) 

î/o+i(l + my Q+ i)(l + mj/6+i)(l + my c+1 ) . . . (1 + my 3+ i) 

y 0+TO _i(l + mj/ 0+m _i)(l + mj/6+m-i)(l + my c+m -i) ■ ■ ■ 
(l + my s+m _i), 

où il faut ôter m des indices qui surpassent ce nombre. 

Examinons quelques cas particuliers. 

Soit d'abord 1 + x m + cc m + . . . + cc m = (mod. p = ftm + 1), il faudra faire 
a = b = c. . . = g = 0. Si nous représentons le nombre de solutions par Nfe, il 
viendra 

(40) pN fe =p k + y (l + my Q ) k + yi(l + m yi ) k + ... + y m -i(l + my m --i) k , 

formule due à M. Libri, qui la démontre de même. 
Considérons encore la congruence 

cc m + cc m + xf + . . . + x m = p s = -pi +h ^- (mod. p= hm+ 1). 

Comme on doit ôter m des indices qui surpassent ce nombre, pour h pair on 
posera a = f, b = c . . . = g = 0, et la formule (39) deviendra 

(41) P S k =p k + y f (l + my n ) k + y f+1 (l + m Vl ) k + ... + y f _ x {l + y m -i) k '. 
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Mais, pour h impair, on fera a = f+^,b=c...=g = 0, et la formule (39) 
deviendra 

(42) P S k = P k + îtf+m (1 + my ) k + 2//+i+^(l + myi) k + ... 

+ y/_i + -(l + my ro - l) fc . 

Ces formules nous serviront plus loin. [JMPA 1837:291] 

La formule (40) donnant les équations 

pNi = p + y {l + my ) + J/i(l + mj/i) + y 2 {l + my 2 ) + ... 

+ 2/m-i(l + my m -i)- 
pN 2 = p 2 + y (l + m-2/o) 2 + 2/i(l + myx) 2 + y 2 (l + my 2 ) 2 + ... 

+ y m _i(l + my m _i) 2 . 
pN 3 =p 3 + y (l + my f + Vl {l + m Vl f + y 2 {\ + my 2 f + ... 

+ y m -i(l + mj m -i) 3 - 

pN m _! = p" 1 " 1 + y (l + myo)™" 1 + yi(l + myi)™" 1 + y 2 (l + m^)™" 1 + • • • 
+ y m -i(l + m 2 / m _i) m " 1 , 

auxquelles il faudra joindre 

= 1 + 2/o + 2/1 + 2/2 + • • • + 2/m-l- 
On tirera de ces m équations les valeurs des m sommes 

j/o + 2/i + • • ■ + 2/m-i, 2/o + v\ + ■ ■ ■ + 2/m-i, ■ • ■ 2/cT + 2/r + V? + ■ ■ ■ + 2/m-l, 

et par les formules connues on en déduira les valeurs des coefficients de l'équation 
en y. C'est là le procédé employé par M. Libri pour le calcul de l'équation en y ; 
il se trouve complété ici par le calcul des nombres N 1; N 2 , N 3 . . ., N m _i, qui se 
fait au moyen des formules de l'article IV. 

Nous ferons remarquer ici que les coefficients Ni, N 2 , . . .N m _i, seront unique- 
ment fonctions de certains coefficients binomiaux, aussi bien que les coefficients 
de l'équation en y, car r doit disparaître du résultat qui ne peut rien contenir 
d'indéterminé. Les exemples du paragraphe suivant confirment cette remarque. 

La formule (40) qui ne contient que les fonctions 

2/o + 2/1 + ... + y m -i, 2/o + y\ + ■ ■ ■ + y m _i, • • • C + y? + ■ ■ ■ Ci, 

qui se déterminent très facilement au moyen des coefficients de l'équation en 

y, sans qu'il soit nécessaire de la résoudre, pourra toujours être employée dès 

qu'on aura trouvé l'équation en y. Mais il n'en est pas de même des formules [JMPA 1837:292] 

(39), (41) et (42) ; les fonctions 

2//2/0 + 2//+12/1 + ■ • ■ + 2//_i2/m-i, 2//2/o + 2//+i2/i + ■ • ■ + 2//-i2/m-i, etc - 
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qui entrent dans la formule (41), par exemple, ne sont point des fonctions symé- 
triques qui puissent se déterminer rationnellement par le moyen de l'équation 
en y. Cependant elles ont une propriété commune avec la somme 2/0+2/1+2/2 + 
. . . 2/m-i> c'est de conserver la même valeur quand la racine imaginaire de x p = 1, 
qui a servi pour former les fonctions y , y\. . ., 2/m-ii vient à changer. Ce qui 
tient à ce que ce changement augmentant tous les indices d'un même nombre, 
le gr œme terme, par exemple, devient le premier, le (g + \^ Kme le deuxième, le 
(g + 2) œrne le troisième, et ainsi de suite. Quand on aura calculé ces fonctions, 
qu'on pourrait appeler circulantes, on pourra faire usage des formules démon- 
trées dans cet article, sans qu'il soit besoin de résoudre l'équation en y, en la 
ramenant à une équation à deux termes, ce qui serait fort long 3 . 



3 Les autres paragraphes de ce mémoire forment, pour ainsi dire, autant de mémoires séparés 
que nous publierons dans ce Journal, dès que l'auteur nous les aura fait parvenir. 

(J. Liouville.) 
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NOTE 

Sur un cas particulier de la construction des tangentes aux projec- 
tions des courbes, pour lequel les méthodes générales sont en dé- 
faut ; 

Par M. CHASLES. 



[JMPA 1837:293] 



Dans plusieurs questions de Géométrie descriptive, particulièrement dans 
quelques épures de coupe des pierres, il arrive que, pour certains points d'une 
ligne courbe provenant de l'intersection de deux surfaces, la tangente à cette 
courbe est perpendiculaire à l'un des plans de projection ; alors la projection 
de cette tangente, sur ce plan, se réduit à un point, et ne fait plus connaître la 
tangente à la projection de la courbe. 

La méthode générale pour construire les tangentes aux projections des 
courbes situées dans l'espace, en les regardant comme les projections des tan- 
gentes à ces courbes, est donc absolument en défaut pour ces cas particuliers, 
et une méthode spéciale devient nécessaire. 

Cette question a occupé, il y a une vingtaine d'années, MM. Binet et Ha- 
chette, qui, l'un et l'autre, sans la résoudre dans la généralité où nous venons 
de la proposer, ont imaginé des moyens particuliers propres à déterminer les 
tangentes dans quelques-uns des cas dont il s'agit. (Voir la Correspondance sur 
l'Ecole Polytechnique, tome III, pages 197 à 201, année 1815.) 

La construction de M. Binet est fondée sur une belle méthode, autre que 
celle de Mouge suivie jusqu'alors, pour déterminer les tangentes à la courbe 
d'intersection de deux surfaces. Au lieu de mener les plans tangents aux deux 
surfaces en un point de cette courbe, et de prendre leur commune intersection 
qui est la tangente cherchée, M. Binet mène les normales aux deux surfaces en 
ce point, et une perpendiculaire au plan déterminé par ces deux normales : cette 
perpendiculaire est la tangente cherchée, et ses projections sont perpendiculaires 
aux traces de ce plan sur les plans de projection. 

Cette méthode est générale comme la première ; mais elle est aussi en défaut 
dans le cas particulier qui nous occupe. Car si la tangente en un point de la 
courbe est perpendiculaire à l'un des plans de projection, les normales aux deux 
surfaces seront parallèles à ce plan, et conséquemment la trace du plan qu'elles 
déterminent sera à l'infini, et ne pourra point servir pour la construction de la 
tangente à la projection de la courbe. 

Cependant il est un cas où, par une circonstance particulière, M. Binet a 
pu faire usage de cette méthode. C'est dans l'épure de la courbe d'intersection 
de deux surfaces de révolution dont les deux axes se rencontrent. Le plan des 
deux axes étant pris pour l'un des plans de projection, en chaque point de la 
courbe d'intersection des deux surfaces situé dans ce plan, la tangente à cette 
courbe est perpendiculaire à ce plan ; par conséquent les méthodes générales sont 
en défaut. Néanmoins, par des considérations particulières, celle de M. Binet 
conduit encore, dans cette question, à la construction de la tangente. En effet, 



[JMPA 1837:294] 
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les normales aux deux surfaces, en un point quelconque m de leur intersection, 
rencontrent le plan des deux axes de révolution, pris pour plan de projection, 
précisément aux points où elles rencontrent respectivement les deux axes ; il faut 
donc joindre ces deux points par une droite, et mener une perpendiculaire à cette 
droite par le point qui est la projection du point m. Cette perpendiculaire est 
la tangente à la projection de la courbe d'intersection des deux surfaces. Cette 
construction subsiste encore quand le point m est situé dans le plan des deux 
axes, bien que les considérations géométriques sur lesquelles elle repose ne soient 
plus applicables ; mais on en conclut, par la loi de continuité, qu'elle doit encore 
donner la tangente à la courbe. 

Telle est la méthode de M. Binet, qui a été reproduite depuis dans les traités 
de Géométrie descriptive, mais toujours pour la même question de deux surfaces 
de révolution dont les axes se rencontrent. 

Les solutions que M. Hachette a données aussi pour quelques cas semblables 
consistent à remplacer les deux surfaces proposées par deux autres dont la courbe 
d'intersection ait la même projection que les deux premières sur le plan où l'on [JMPA 1837:295] 
veut avoir les tangentes à cette projection. Alors ce sont les tangentes à la courbe 
d'intersection de ces deux nouvelles surfaces qui font connaître les tangentes à la 
projection de cette courbe. Et l'on prend les deux nouvelles surfaces de manière 
que pour le point de leur courbe d'intersection, qui répond au point de projection 
pour lequel la méthode des tangentes était en défaut, les plans tangents à ces 
deux surfaces ne soient pas perpendiculaires au plan de projection. M. Hachette 
détermine ces surfaces par l'analyse, dans les deux applications qu'il a faites de 
ce procédé. Mais, outre cet inconvénient qui fait que ce procédé ne convient pas à 
la Géométrie descriptive, on voit qu'il ne constitue point une méthode, puisqu'il 
n'y a aucun moyen certain pour trouver, même avec le secours de l'analyse, les 
deux nouvelles surfaces. 

Voilà, je crois, tout ce qui a été fait au sujet du cas particulier des tan- 
gentes qui nous occupe. Il y a donc encore à trouver la méthode générale qui lui 
convient, et à dire aussi la raison à priori pour laquelle les méthodes ordinaires 
devaient être en défaut dans ce cas. 

La réponse à ces deux questions découlera naturellement du théorème sui- 
vant : 

Quand une ligne courbe tracée sur une surface cylindrique est tangente, en 
un point, à l'une des arêtes du cylindre, le plan tangent au cylindre suivant cette 
arête est le plan osculateur à la courbe au point qu'on considère. 

Cela est évident, car la courbe a un premier élément compris sur l'arête 
du cylindre, puisqu'elle lui est tangente, et l'élément suivant aboutit à l'arête 
infiniment voisine de cette première ; il s'ensuit que le plan tangent au cylindre, 
lequel est le plan des deux arêtes, contient les deux éléments de la courbe ; il est 
donc son plan osculateur : ce qu'il fallait démontrer. 

D'après cela, remarquons que quand une courbe située dans l'espace a sa 
tangente en un point perpendiculaire au plan de projection, cette courbe est 
tangente, en ce point, à l'arête du cylindre projetant ; donc le plan tangent à ce 
cylindre, dont la trace sur le plan de projection sera la tangente à la projection 
de la courbe, est le plan osculateur à la courbe. Donc 
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Quand la tangente en un point m d'une courbe située dans l'espace est per- [JMPA 1837:296] 
pendiculaire au plan de projection, la tangente à la projection de cette courbe, 
au point correspondant au point m, est la trace, sur le plan de projection, du 
plan osculateur de la courbe au point m. 

Ainsi le problème des tangentes, dans ce cas, se change en celui du plan 
osculateur. 

Cette solution est générale, et rentre dans une des théories que considère 
la Géométrie descriptive où l'on sait mener le plan osculateur en chaque point 
d'une courbe à double courbure. 

Ce problème a été introduit dans la Géométrie descriptive par M. Hachette, 
qui en a donné une belle et savante solution, qui est celle que nous proposerons 
ici pour le cas de la construction des tangentes qu'il s'agit de résoudre. Comme 
cette solution, quoique bien remarquable, n'est pas celle néanmoins que l'on a 
adoptée dans les traités de Géométrie descriptive, nous allons la rappeler ici. 

Pour construire le plan osculateur d'une courbe à double courbure en un 
point, on mène, par les différents points de cette courbe, les normales aux deux 
surfaces dont elle est l'intersection. Ces deux séries de normales forment deux 
surfaces gauches. Par le point pour lequel on veut le plan osculateur, on mène le 
plan normal à la courbe ; il touche les deux surfaces gauches en deux points qu'on 
joint par une droite ; par la tangente à la courbe on mène un plan perpendiculaire 
à cette droite, ce qui est possible, parce qu'elle est dans le plan normal ; ce plan 
est le plan osculateur cherché; et, de plus, le point où il rencontre la droite est 
le centre de courbure de la courbe que que l'on considère 1 . [JMPA 1837:297] 



1 M. Hachette a donné cette solution dans le Bulletin des Sciences de la Société philo- 
matique (année 1816, p. 88), et dans ses Elément de Géométrie à trois dimensions (partie 
synthétique), in-8°, 1817. Dans quelques notes que j'avais adressées à M. Hachette, en réponse 
à la communication qu'il me faisait de sa solution, notes que ce géomètre a eu la bonté d'insé- 
rer dans son ouvrage, j'ai indiqué une seconde manière de construire le plan osculateur. Elle 
consiste à mener les tangentes à la courbe proposée, et à chercher les points où elles percent 
un plan quelconque ; ces points forment une courbe dont les tangentes sont situées dans les 
plans osculateurs de la courbe proposée. On n'a donc, pour déterminer ces plans osculateurs, 
qu'à mener les tangentes à cette nouvelle courbe. 

C'est cette construction qu'on a reproduite depuis dans les traités de Géométrie descriptive : 
je ne sais pourquoi ; car celle de M. Hachette est infiniment préférable sous tous les rapports, 
notamment comme donnant le centre du cercle osculateur, en même temps que son plan. Pour 
déterminer ce centre, on est obligé de recourir à d'autres constructions. On projette la courbe 
proposée sur son plan osculateur ; on a une courbe plane dont on cherche le cercle osculateur 
par une méthode graphique particulière donnée par M. Bergery, dans son excellent ouvrage 
intitulé : Géométrie des courbes appliquée à l'industrie (in-8°, Metz, 1826). 

J'avais donné aussi une méthode pour construire le centre du cercle osculateur, après avoir 
déterminé le plan osculateur ; la voici : Que par chaque point de la courbe proposée on mène 
sa normale comprise dans son point osculateur ; toutes ces normales forment une surface 
gauche. Le plan normal à la courbe, en un de ses points, touche la surface en un point 
qui est le centre de courbure cherché. (Voir Eléments de Géométrie à trois dimensions ; par 
M. Hachette, p. 112). 

Enfin, pour dire ici tout ce qui a été fait au sujet du problème du plan osculateur et du centre 
de courbure d'une courbe à double courbure, nous ajouterons que MM. Ch. Dupin et Poncelet 
l'ont aussi résolu. Leurs solutions, quoique différentes, consistent l'une et l'autre à chercher les 
centres de courbure des deux courbes planes qui sont les projections de la courbe proposée, 
et à faire usage de ces deux centres de courbure (et c'est en ce point qu'elles diffèrent), pour 
arriver à la connaissance du plan osculateur et du centre de courbure cherchés. (Voir Annales 
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Pour déterminer le point où un plan mené par une génératrice d'une surface 
gauche touche la surface, on construit la courbe suivant laquelle ce plan coupe 
la surface : cette courbe rencontre la génératrice au point de contact cherché. 

Dans le cas où la courbe proposée est l'intersection de deux surfaces de 
révolution, les normales qui forment les deux surfaces gauches s'appuient res- 
pectivement sur les deux axes de révolution ; le plan normal en un point m de 
la courbe touche ces deux surfaces aux points où les deux normales, menées par 
le point m, rencontrent les deux axes. Il suffit donc, pour construire les deux 
surfaces gauches, de joindre ces deux points par une droite, et de mener par le 
point m un plan perpendiculaire à cette droite : c'est le plan osculateur. [JMPA 1837:298] 

Cette construction a lieu quelle que soit la position des axes des deux surfaces 
de révolution dans l'espace. Si on l'applique au cas particulier où les axes se 
rencontrent, elle conduit à la construction même de M. Binet ; elle rattache 
à une méthode générale cette construction obtenue par induction, et dont la 
légitimité ne reposait que sur le principe de continuité. 

Les considérations précédentes font bien voir pourquoi les méthodes géné- 
rales pour la construction des tangentes aux projections des courbes devaient 
être en défaut pour le cas en question ; c'est que, dans ce cas, la tangente à la 
projection de la courbe fait connaître immédiatement le plan osculateur à la 
courbe, et que la considération de ce plan implique nécessairement la considé- 
ration de deux éléments consécutifs de la courbe, ou, en analyse, des infiniment 
petits du second ordre, tandis que les méthodes générales pour la construction 
des tangentes ne demandent que la considération d'un seul élément de la courbe, 
et, en analyse, des infiniment petits du premier ordre seulement. Ces méthodes 
devaient donc être en défaut pour le cas en question, sans quoi elles eussent fait 
connaître, par la considération des infiniment petits du premier ordre seulement, 
les plans osculateurs aux différents points d'une courbe à double courbure : ce 
qui est contraire à la nature des choses. 

Le cas de la construction des tangentes, qui fait l'objet de cette note, ne se 
présente pas seulement dans les épures de la géométrie descriptive proprement 
dite. Il peut se présenter dans plusieurs questions de perspective où l'on aura à 
faire la perspective d'une courbe dont une des tangentes passera par l'œil. Cette 
tangente ne suffira plus pour faire connaître la tangente à la perspective de la 
courbe. Pour construire celle-ci, il faudra mener le plan osculateur de la courbe ; 
sa trace sur le tableau sera la tangente cherchée. 

Cette construction servira aussi pour déterminer les tangentes à la pers- 
pective du contour apparent d'une surface, pour les points où le rayon visuel 
est tangent à ce contour ; circonstance qui se présente, et qui a été remarquée 
expressément dans plusieurs dessins, particulièrement dans la perspective du 
piédouche, où les points en question deviennent, en perspective, des points de 
rebroussement. 



de Mathématiques, t. 7, p. 18, année 1816; et t. 15, p. 245, année 1825). 

Ces solutions ne sont pas applicables à la question actuelle, puisque, loin de connaître le 
centre de courbure de la projection de la courbe proposée, on veut déterminer la tangente de 
cette projection. 
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THEOREMES i JMPA 1837:2 "i 

Sur les contacts des lignes et des surfaces courbes ; 
Par M. CHASLES. 



Des courbes planes. On dit que deux courbes ont un contact de l'ordre m, 
quand elles ont m éléments consécutifs communs ; et alors elles passent par 
(m+ 1) points infiniment voisins. Cette condition géométrique, traduite en ana- 
lyse, fait voir que les deux courbes étant exprimées par deux équations entre les 
coordonnées x, y, obliques ou rectangulaires, il faut que les m premiers coeffi- 
dy d 2 y d" 



cients différentiels 



y 



de la première courbe soient égaux respec- 



tif ' dx 2 ' dx n 
tivement à ceux de la seconde, quand on y met pour x et y les coordonnées du 

point de contact. 

Ainsi deux courbes auront un contact de l'ordre m en un point, quand on 
reconnaîtra que l'une de ces deux conditions, géométrique et algébrique, a lieu. 

Si de l'équation de la première courbe on tire la valeur de la coordonnée x, 
et qu'on la mette dans l'équation de la seconde courbe, cette équation donnera 
les ordonnées y des points d'intersection des deux courbes. Ces deux courbes 
passant par (m + 1) points infiniment voisins, qui, dans la réalité, se réunissent 
en un seul, l'équation en y aura (m + 1) racines égales, pour chaque point où 
les deux courbes ont un contact de l'ordre m. Cette équation sera donc de la 
forme (Fy) m+1 x fy = ; l'équation Y y = correspondant aux points en chacun 
desquels les courbes ont un contact de l'ordre m, et l'équation fy = aux autres 
points d'intersection des deux courbes. 

D'après cela, soit <j)(x,y) = l'équation de la première courbe; celle de la 
seconde pourra nécessairement être mise sous la forme 



A</>(x,y)+B[if>(x,y)] 



m+1 



0; 



A et B pouvant être des constantes ou des fonctions de x et y. Car la valeur 
de x tirée de la première équation <p{x,y) = 0, et mise dans la seconde, réduira 
celle-ci à la forme 



fy ■ (Fy) r 



0; 



comme nous venons de faire voir que cela doit être. Et le point de contact, ou 
les points de contact des deux courbes seront déterminés par les deux équations 

<p(x,y) = 0, et ip(x,y) = 0. 



Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 
1 er Théorème. Les deux équations 

<j> = Q, et Acj) + Bip 



m+l 



o, 



[JMPA 1837:300] 



235 



où A, B, <j) et ip sont des fonctions de x et y, représentent deux courbes qui ont 
un contact de l'ordre m en chacun des points d'intersection des deux courbes 
= et ip = ; 

Et réciproquement, deux courbes qui ont un contact de l'ordre m en un ou 
plusieurs points, peuvent être représentées par deux équations de cette forme. 

Nous venons d'obtenir les deux équations ci-dessus, en nous servant de la 
condition géométrique pour que deux courbes aient un contact de l'ordre m ; il 
est facile de vérifier qu'elles satisfont à la condition algébrique, c'est-à-dire que 

dy d 2 y d m y 
dx 2 



les m coefficients différentiels 



sont égaux respectivement un 



dx dx 2 dx r 
à un, dans les deux courbes, pour les points dont les cordonnées satisfont aux 

deux équations <f> = 0, et ip = 0. 

En effet, supposons d'abord que A et B soient des quantités constantes, c'est- 
à-dire ne contenant ni x ni y ; les différentiations successives des équations des 
deux courbes donneront, pour la première, les m équations 

# = 0, d 2 <i> = 0, d 3 <P = 0,...d m 4> = 0, 

d'où l'on tirera les valeurs des m premiers coefficients différentiels de cette pre- 
mière courbe ; et pour la seconde, les m suivantes qui serviront aussi pour cal- 
culer les m premiers coefficients différentiels de la seconde courbe, 

Ad(f> + B(m + l)i> m . dtp = 0, 

Ad 2 cj) + B(m + l)m . V> m_1 (#) 2 + B(m + l)^ m . d 2 tp = 0, 

Ad 3 4> + B(m + 1) . m . (m - l)tp m ' 2 (d^p) 3 + ... + B(m + l)^ m • d 3 ijj = 0, 

Ad m 4> + B(m + 1) . m . (m - 1) . 3 . 2 . ip(dip) m + . + B(m + l)V> m • d m ^ = 0. 

Tous les termes de chacune de ces équations, excepté le premier, contiennent 
le facteur tp élevé à des puissances qui vont en augmentant jusqu'au dernier 
terme où l'exposant de ip est toujours m. On voit donc que pour chacun des 
points de la seconde courbe, dont les coordonnées satisfont à l'équation tp = 0, 
toutes les équations se réduiront à celles-ci : 



d<f> = 0, d 2 (f> = 0, d 3 (f> = 0, 



.d" 



0. 



Ce sont précisément les équations provenant de la différentiation de l'équation 
4> = de la première courbe. Donc les m premiers coefficients différentiels des 
deux courbes sont égaux un à un ; et conséquemment les deux courbes ont un 
contact de l'ordre m, en chacun de leurs points communs dont les coordonnées 
satisfont à l'équation ip = 0. 

Les deux courbes ne peuvent avoir, en général, un contact d'un ordre plus 
élevé : parce qu'une différentiation de plus de l'équation donnerait 



Ad m+ V + B(m+l).m.(m-l)...2.1.(rfV) m+1 + --- + B(m+l)^ r 



jro+l 



</> = 0; 



[JMPA 1837:301] 



et la supposition de tp = ne réduit plus cette équation à son premier terme 

seulement, mais bien à ses deux premiers termes ; et par conséquent la valeur [JMPA 1837:302] 
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d m+1 y , . . 

de — — r qu on en tirerait ne sera pas égale à celle que donnerait l'équation 

d m+1 (j) = de la première courbe. 

Il nous reste à démontrer le théorème pour le cas où A et B sont des fonctions 
de x et y. 

D'abord si nous supposons que B soit une fonction de x et de y, nos m 
équations différentielles de la seconde courbe contiendront de nouveaux termes 
provenant de la différentiation de B, et qui seront tous multipliés par des puis- 
sances de tp. Donc, quand on fera tp = 0, ces termes disparaîtront et les équations 
se réduiront encore à leurs premiers termes. 

Enfin, quand A est aussi une fonction de x et y, au lieu des simples termes 
Ad(j), AcPcj), Ad 3 <f>,. . . auxquels se réduisent les premiers membres des équations 
différentielles de la seconde courbe, nous aurons 

Ad<f> + 4>dA = 0, 

Ad 2 <p + 2dA . d(f> + <pd 2 A = 0, 

Ad 3 <p + 3dAd 2 cp + 3d<pd 2 A + <f>d 3 A = 0, 



Mais comme on a <ft = 0, la première équation se réduit à d<p = 0, par suite la 
seconde se réduit à d 2 <p = ; puis la troisième à d 3 (p = ; et ainsi des autres. De 
sorte que dans le cas où A et B sont des fonctions de x et y, les deux équations 
4> = 0, et A<p + T5tp m+1 = 0, représentent encore deux courbes qui ont un contact 
de l'ordre m en chacun des points d'intersection des deux courbes = 0,^ = 0. 
2 e Théorème. Si les courbes représentées par les deux équations cf> = et 
tp = 0, ont un contact de l'ordre de n en certains points, les équations 

= et A(P + BïP m+1 = 

représenteront deux courbes qui auront un contact de l'ordre (m + l)(n+ 1) — 1 
en chacun de ces points. 

En effet, les deux courbes <p> = et îp = 0, ayant un contact de l'ordre n, 
la seconde équation tp = 0, d'après le théorème que nous venons de démontrer, 
pourra prendre la forme [JMPA 1837:303] 

A'(P + B'ir n+1 = 0, 

■k étant une fonction de x et y, et A', B' des constantes ou des fonctions de x et 
y indifféremment. 

L'équation A(p + 'Bip m+1 = 0, deviendra donc 

A<p + B(A> + B'7r" +1 ) m+1 = 0. 

Dans le développement du binôme (B'7r™ +1 + A 1 (p) élevé à la puissance (m+ 1), 
le premier terme sera B' m+1 . 7i-( Tl + 1 )( m + 1 ), et tous les autres contiendront en 
facteur la fonction (p élevée aux puissances 1, 2,. . ., (m + 1) ; le résultat sera 
donc de la forme 

B ,m+l w (n+l)(m+l) + Q , ^ 
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De sorte que l'équation de la seconde courbe est de la forme 

A(f> + B[a'<p + B" n+1 7r("+ 1 )( m + 1 )] = 0, 
(A + Ba')<f> + B . B' m+1 . 7r («+ 1 )(™+ 1 ) = o, 



ou enfin, 



1( P + bn (n+l)(m+l) =Q) 



Or, d'après le premier théorème, la courbe représentée par cette équation a 
un contact de l'ordre (m+l)(n+l) — 1, avec la courbe cp = 0, en chacun des points 
d'intersection des deux courbes (p = et -n = ; mais ces points se trouvent aussi 
sur la courbe tp = 0, puisque l'on a i/> = A'</> + B'7r™ +1 , ce qui prouve que les 
coordonnées tirées des deux équations tp = 0, n = satisfont à l'équation tp = ; 
nous pouvons donc dire que le contact de l'ordre (m + l)(n + 1) — 1 des deux 
courbes proposées a lieu aux points d'intersection des deux courbes tp = et 
t/j = 0. Ce qu'il fallait démontrer. 

Il est facile de vérifier, comme pour le premier théorème, que les (m+ l)(n + 
1) — 1 premiers coefficients différentiels des deux courbes sont égaux un à un; 
car les équations qui donneront ceux de la première courbe seront 

d<p = o, d 2 cf> = o, d 3 (/> = o,...d (m+1)( ™ +1) -V = o. 

Quant à celles qui donneront ceux de la seconde courbe qui a pour équation 
A<f> + Btp m+1 = 0, si l'on observe que les deux courbes (p = et tp = ayant 
un contact de l'ordre n en quelques-uns de leurs points d'intersection, on a 
ensemble les équations <p = 0, d(p = 0, d 2 <p = 0,. . .d n+1 <p = 0, et dip = 0, 
d 2 ip = 0,. . .d n+1 ip = pour chacun de ces points, on reconnaît aisément qu'en 
vertu de ces équations, celles qui donnent les (m + l)(n + 1) — 1 coefficients 
différentiels de la seconde courbe se réduisent précisément à d(p = 0, d 2 (p = 
0, d 3 (p = 0,. . .d( m+1 >( n+1 ' 1 <p = 0, comme pour la première courbe. Ce qui 
prouve que les deux courbes auront leurs (m+ l)(n+ 1) — 1 premiers coefficients 
différentiels égaux un à un respectivement. 

Des surfaces courbes. Deux surfaces ont un contact de l'ordre m suivant 
une courbe, quand toute surface menée par un point de cette courbe les coupe 
suivant deux courbes qui ont, en ce point, un contact de l'ordre m, c'est-à-dire 
qui ont m éléments consécutifs communs. Les deux surfaces auront donc m zones 
communes, et, par conséquent, passeront par (m+ 1) courbes infiniment voisines 
entre lesquelles, deux à deux, sont comprises ces m zones. 

L'expression analytique de ces considérations géométriques, c'est que les co- 

dz dz d 2 z d 2 z d 2 z 
efficients différentiels — , — , — -, — -, , jusques et y compris ceux de 

dx dy dx 2 dy 2 dxdy 
l'ordre m, de la première surface, soient égaux respectivement à ceux de la 
seconde, pour chaque point de la courbe de contact. 

Cherchons quelle doit être la forme des équations des deux surfaces. Si de 
l'équation de la première on tire la valeur de l'abscisse x, et qu'on la mette dans 
celle de la seconde, on aura une équation en y et z qui donnera les projections des 
courbes d'intersection des deux surfaces, et qui pourra se décomposer en autant 
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de facteurs qu'il y a de ces courbes distinctes. Or, les deux surfaces passant par 
(m+ 1) courbes infiniment voisines qui, dans la réalité, se confondent, il devra y 
avoir (m + 1) facteurs égaux qui représenteront ces (m + 1) courbes ; l'équation 
en y, z sera donc de la forme 



f(y,z).[F(y,z)} 



m+1 



o. 



L'équation F(y, z) = représente la projection de la courbe, ou des courbes [JMPA 1837:305] 
suivant lesquelles les deux surfaces ont un contact de l'ordre m, et l'équation 
f(y,z) = correspond aux autres courbes d'intersection des deux surfaces. 
D'après cela, l'équation de la première surface étant 



(x, y, z) = 0, 



celle de la seconde sera de la forme 



Acj)(x,y,z) + B[ip(x,y,z)] 



m+l 



0; 



A et B pouvant être des fonctions de x, y et z, ou simplement des constantes. 
Et les équations de la courbe de contact seront 

cj)(x,y,z)=0 et tp(x, y, z) = 0. 

Ainsi nous poserons ce théorème : 
3 e Théorème. Les deux équations 

= 0, et A0 + BV> m+1 = 0, 



où A, B, <f) et tp sont des fonctions de x, y, z, représentent deux surfaces qui 
ont un contact de l'ordre m suivant toute l'étendue de la courbe d'intersection 
des deux surfaces (p = et tp = 0. 

Et réciproquement, deux surfaces qui ont un contact de l'ordre m suivant 
une courbe, peuvent être représentées par ces deux équations. 

Il serait facile de vérifier, comme nous l'avons fait pour les courbes, que les 
deux équations 

= 0, et A0 + Bi/> m+1 = 0, 

satisfont à la condition que les coefficients différentiels 



dz dz d 2 z d 2 z d 2 z 



d m z 



d m z 



dx' dy' dx 2 ' dxdy' dy 2 ' dx m ' dx m 1 dy' dy m ' 

tirés de la première, sont égaux respectivement à ceux tirés de la seconde, pour 
tous les points qui satisfont aux deux équations = et tp = 0. 

4 e Théorème. Lorsque deux surfaces ont un contact de l'ordre m suivant 
une courbe, toute surface qui aura avec cette courbe, en un point, un contact de 
l'ordre n, coupera les deux surfaces suivant deux courbes qui auront en ce point 
un contact de l'ordre (m + l)(n + 1) — 1. 

La démonstration de ce théorème se déduit facilement de ce qui précède. 



[JMPA 1837:306] 
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En effet, les deux surfaces peuvent être représentées par les deux équations 

= et A0 + A^ m+1 = 0; 

leur contact a lieu suivant la courbe dont les équations sont = et tp = 0- 

Soit F(x, y, z) = l'équation de la surface coupante ; si l'on en tire la valeur 
de x et qu'on la mette dans les équations des deux surfaces proposées, on aura 
les équations des projections sur le plan des yz, des courbes d'intersection de 
ces deux surfaces par la surface coupante ; ces équations seront de la forme 

01 = 0, et A 1 1 + B 1 Vr +1 = O, 

où 4>\, tpi, Ai et Bi sont des fonctions de y et z. 

Or les équations 0i = et ipi = sont celles des projections des sections des 
deux surfaces = et ip = par la surface coupante ; et ces projections doivent 
avoir entre elles un contact de l'ordre n en un point, car les deux sections dont 
elles sont les projections ont elles-mêmes un contact de l'ordre n en un point 
de la courbe d'intersection des deux surfaces = 0, ip = 0, puisque la surface 
coupante a en ce point un contact de l'ordre n avec cette courbe. Donc, d'après 
le deuxième théorème, les deux courbes 

01 = et Ai0i + BiV>î™ +1 = ° 

ont un contact de l'ordre (m + l)(n + 1) — 1. 

Ainsi les sections que la surface coupante fait dans les deux surfaces se pro- 
jettent sur un plan quelconque suivant deux courbes qui ont un contact de l'ordre [JMPA 1837:307] 
(m+ l)(n+ 1) — 1 ; donc ces deux sections ont elles-mêmes un contact de l'ordre 
(m + l)(n+l)- 1. C. Q. F. D. 

Ce beau théorème est dû à M. Ch. Dupin qui l'a démontré par la théo- 
rie générale des fonctions analytiques, dans ses Développements de Géométrie, 
p. 231. 

On conclut de ce théorème, que 

Quand deux surfaces ont un contact de l'ordre m suivant une courbe, toute 
ligne qui est tracée sur l'une d'elles et qui a avec cette courbe un contact de 
l'ordre n, a un contact de l'ordre (m + l)(n + 1) — 1 avec la seconde surface. 

En effet, si par cette ligne on fait passer une surface quelconque, elle aura un 
contact de l'ordre n avec la courbe de contact des deux surfaces ; conséquemment 
elle coupera ces deux surfaces suivant deux courbes qui auront un contact de 
l'ordre (m + l)(n + 1) — 1. La première de ces courbes sera la ligne tracée 
arbitrairement sur la surface ; elle aura donc un contact de l'ordre (m + l)(n + 
1) — 1 avec la seconde surface, puisqu'elle a un contact de cet ordre avec une 
ligne tracée sur cette surface. 

Ainsi, quand un cône est circonscrit à une surface quelconque, toute courbe 
tracée sur cette surface, qui a un contact de l'ordre n avec la ligne de contact 
de cette surface et du cône, aura un contact de l'ordre 2n + 1 avec le cône. 
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Si donc, par cette courbe, on fait passer un cône qui ait le même sommet 
que le cône circonscrit à la surface, ces deux cônes auront, suivant leur arête 
commune, un contact de l'ordre 2n+ 1 ; et toute surface les coupera suivant deux 
courbes qui auront un contact du même ordre. C'est ce qu'on peut exprimer par 
le théorème suivant : 

Lorsqu'on fait la perspective d'une surface, si une courbe tracée sur elle a 
un contact de l'ordre n avec son contour apparent, cette courbe et ce contour 
auront, en perspective, un contact de l'ordre 2n + 1. 

Supposons que les deux surfaces 

4> = et A0 + BV> m+1 = 0, 

qui ont un contact de l'ordre m suivant la courbe représentée par <j) = et [JMPA 1837:308] 

tp = 0, soient toutes deux du second degré ; la première équation <j> = sera du 

second degré; et il faudra, pour que la seconde A</> + 'Bip m+1 = soit aussi du 

second degré, que A et B soient des constantes, et ip une fonction linéaire de x, 

y et z ; c'est-à-dire que tp = représente un plan ; alors l'équation de la seconde 

surface sera 

4> + aip 2 = 0. 

Ce qui prouve d'abord que deux surfaces du second degré ne peuvent avoir qu'un 
contact du premier ordre suivant toute l'étendue d'une courbe, et ensuite que 
cette courbe est nécessairement plane. 

Une troisième surface qui serait pareillement circonscrite à la première, aurait 
pour équation 

+ bir 2 = 0, 

7r = étant l'équation du plan de la courbe de contact. 

La courbe d'intersection de ces deux surfaces circonscrites à la première, se 
trouve sur la surface qui a pour équation 

atp 2 - bir 2 = 0. 

Il peut se présenter deux cas, celui où les coefficients a et b sont de même 
signe, et celui où ils sont de signes différents. 

Dans le premier cas, l'équation ci-dessus prend la forme 

(y/â .ip + Vb.Tr) (y/â .ip-Vb.ir) =0, 

et donne les deux suivantes qui ont lieu séparément, 

y/â ■ i> + Vb . 7T = 0, 
y/â ■ 1p — Vb . 7T = 0. 

Ces équations représentent deux plans, sur lesquels se trouve l'intersection com- 
plète des deux surfaces. Ces plans passent par la droite d'intersection des plans 
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des courbes de contact des deux surfaces avec la première. Car leurs équations 
sont satisfaites par les deux ip = 0, n = qui sont celles de ces plans des courbes 
de contact. 

Ainsi, dans ce premier cas, si les deux surfaces circonscrites à la première 
se coupent, leur intersection se compose de deux courbes planes, c'est-à-dire de 
deux sections coniques, dont les plans passant par la droite d'intersection des 
plans de leurs courbes de contact avec la première surface. 

Nous disons si les deux surfaces se coupent, car l'existence des deux plans 
que nous venons de trouver n'entraîne point nécessairement la réalité de l'in- 
tersection des deux surfaces. Ces deux plans représentent seulement une surface 
du deuxième degré qui satisfait aux conditions analytiques de passer par l'in- 
tersection complète des deux surfaces, soit que cette intersection soit réelle ou 
imaginaire. Ainsi les deux surfaces peuvent ne pas se couper quoique les deux 
plans existent. 

Il faut observer que quand elles se coupent, leur intersection peut se réduire 
à une seule courbe plane ; l'autre devenant imaginaire. 

Maintenant examinons le cas où les deux coefficients a, b sont de signes 
différents. Alors l'équation 



aip — bîr 







[JMPA 1837:309] 



ne peut être satisfaite que par les deux suivantes prises simultanément. 



^ = 0, 



0. 



Ces deux équations représentent une ligne droite qui est l'intersection des 
plans des deux courbes de contact. L'intersection des deux surfaces est donc 
tout entière sur cette ligne droite ; ce qui prouve que cette intersection se réduit 
à deux points qui sont ceux où la droite rencontre la surface à laquelle elles sont 
circonscrites. 

Cette ligne droite représente une surface du second degré dont deux des trois 
axes principaux sont nuls, et qui satisfait à la condition algébrique de passer par 
l'intersection complète des deux surfaces circonscrites à la première. 

Concevons, par exemple, une surface quelconque du second degré S, et deux 
courbes planes tracées sur elle et se coupant en deux points a, b. Que l'une de 
ces deux courbes soit une ellipse, et qu'on la prenne pour la courbe de contact 
d'un ellipsoïde A inscrit dans la surface S ; et que suivant la seconde courbe 
on circonscrive à la même surface S une autre surface B, ellipsoïde ou hyper- 
boloïde. Cette surface B et l'ellipsoïde A n'auront évidemment d'autres points 
communs que les deux points a, b où se coupent leurs lignes de contact avec la 
première surface S. Et dans ce cas les deux plans que nous avons trouvés pré- 
cédemment ne peuvent exister ; car s'ils existaient ils passeraient par la droite 
ab, et conséquemment chacun d'eux couperait les deux surfaces suivant deux 
courbes différentes, ce qui n'est pas possible, puisqu'ils doivent faire la même 
section dans les deux surfaces. 

Ainsi, dans le cas que nous considérons, la ligne droite ab représente une 
des surfaces du second degré, en nombre infini, qu'on peut faire passer par 



[JMPA 1837:310] 
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l'intersection complète des deux surfaces A, B ; et aucune de ces surfaces ne 
peut plus être, comme dans le cas précédent, l'ensemble de deux plans. 

Observons que la droite ah, qui est l'intersection des plans de contact des 
deux surfaces A, B avec la surface S, peut ne pas rencontrer cette dernière ; alors 
les deux points a, b, sont imaginaires; et l'intersection des deux surfaces A, B 
est entièrement imaginaire. 

Des considérations précédentes, nous conclurons ce théorème : 

Quand deux surfaces du second degré sont inscrites ou circonscrites à une 
même surface du même degré, leur intersection complète est l'ensemble de deux 
courbes planes, ou bien se réduit à deux points ; 

Dans le premier cas, une des deux courbes, ou toutes les deux, peuvent être 
imaginaires, quoique leurs plans sont tous deux réels ; 

Dans le second cas, les deux points sont tous deux réels ou tous deux imagi- 
naires. 

La première partie de ce théorème est due à Mouge qui l'a énoncée ainsi : 
Lorsque deux surfaces quelconques du second degré sont circonscrites à une 
même troisième surface du second degré, elles se coupent toujours dans le sys- [JMPA 1837:311] 
tème de deux courbes planes du second degré 1 . Depuis on l'a reproduite sous 
le même énoncé, en remarquant seulement que les deux courbes peuvent être 
imaginaires, bien que les deux plans soient réels. Mais on voit par la discus- 
sion dans laquelle nous venons d'entrer, que cette restriction ne suffit pas pour 
donner au théorème un énoncé complet et rigoureusement exact. Il aurait fallu 
ajouter encore, pour conserver l'énoncé de Monge, que les deux plans peuvent 
aussi devenir imaginaires, comme les deux courbes elles-mêmes, et n'avoir de 
réel que leur droite d'intersection, qui alors représente, à elle seule, une surface 
satisfaisant aux conditions analytiques de passer par l'intersection complète des 
deux proposées. 



1 Correspondance de l'Ecole Polytechnique, t. II, p. 321, et t. III, p. 299. 
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NOTE 

Relative à un passage de la Mécanique céleste ; 
Par M. POISSON. 



[JMPA 1837:312] 



Dans le n° 26 du III e livre, l'auteur s'est proposé de démontrer, sans recourir 
à la réduction en série, qu'un fluide homogène, tournant uniformément autour 
d'un axe fixe, n'a qu'une seule figure d'équilibre, très peu différente de la sphère. 
L'objection que M. Liouville a faite contre la généralité de cette démonstration 
est réelle 1 ; mais la démonstration générale qu'il a substituée à celle de la Méca- 
nique céleste est fort compliquée, et l'on parvient plus simplement au résultat 
par les considérations suivantes, qui diffèrent moins de celles que Laplace avait 
employées. 

Je conserve, sans les rappeler ici, toutes les notations du mémoire de M. Liou- 
ville, et l'équation (A) citée au commencement de l'article second, savoir : 



C 



47TQ! 



-Y -a 



■K f'27T 



Y ' sin pdpdq — 9#(1 ~ L 1 )• 



(A) 



3 Jo ^o 

Le rayon vecteur r d'un point quelconque de la surface, est représenté par 

r = a (l + aY). 

L'inconnue Y peut être une fonction quelconque de deux variables désignées par 
/x et w, pourvu qu'elle conserve toujours une valeur finie. On ne suppose pas 
que la surface soit de révolution, ou que Y ne dépende pas de l'angle w ; on ne 
suppose pas non plus que le fluide ait son centre de gravité sur l'axe de rotation ; 
on suppose seulement sa figure très peu différente d'une sphère qui aurait son 
centre sur cet axe. La constante a peut différer du rayon de la sphère équivalente 
au volume du fluide, pourvu que la différence soit de l'ordre de petitesse de la 
fraction a, le même que celui de la fraction g, et dont on néglige le carré. 

La condition rigoureuse de l'équilibre consiste en ce que la somme des élé- 
ments du fluide divisés par leurs distances respectives a un point quelconque de 
la surface, plus la quantité \g{l — /i 2 ) qui provient de la force centrifuge de ce 
point, soit une constante. La partie de cette constante relative à la sphère du 

47ra 2 
rayon o et indépendante de la force centrifuge, est égale à ; la partie rela- 
tive à cette force et à la non-sphéricité du fluide, est la constante C de l'équation 
précédente, prise avec un signe contraire ; en désignant par 7 sa valeur complète, 
on a donc 

7 = a C 

' 3 

Or, pour chaque figure possible d'équilibre, cette constante 7 est évidemment 

une quantité déterminée qui ne peut pas dépendre du rayon que l'on prend pour 
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1 Voyez le cahier de ce journal du mois de juin dernier. 
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a, c'est-à-dire, de la différence entre ce rayon et celui de la sphère équivalente 
au volume donné du fluide ; la constante C est donc indéterminée comme cette 
différence ; de telle sorte que pour chaque valeur que l'on peut prendre pour 
a, l'équation précédente déterminera la valeur correspondante de C, et que, 
réciproquement, si l'on prend à volonté pour C une valeur qui soit de l'ordre de 
petitesse de a, cette équation déterminera le rayon a. 
Cela posé, faisons 

Y = lu + my? + X; 

l et m étant des constantes indéterminées, et X une nouvelle inconnue, fonction 
de fi et w, dont toutes les valeurs sont des quantités finies. Soit c la plus grande 
de ces valeurs ; en faisant 

c-X= Z, 

l'inconnue Z ne pourra plus avoir que des valeurs positives, et l'expression de Y [JMPA 1837:314] 
deviendra 

Y = c+ln + mfj, — Z. 

Je la substitue dans l'équation (A). Ce que devient fi dans Y' étant désigné par 
//, on a 



// = /icos p — sin pcosq; 



d'où il résulte 



71 / * 27r Air C 77 /*2tt A — 

/i / smpdpdq= — /i, / / // sin pdpdq = — (/i 2 + |); 
o Jo 3 Jq Jo 5 

et comme on a aussi 

/»7T /'27T 



sin pdpdq = 4ir, 

le résultat de cette substitution, sera 

87ra -, \ o I6ira 87ra 



_, /87ra , \ 



V 15 2 r 15 3 

~3~ 



/>7T />Z7T 

Z + a / Z' ^sin pdpdq; 

Jo Jo 



Z' étant ce que devient Z dans Y'. Or, les constantes met C pouvant être prises 
arbitrairement, on peut supposer qu'on ait 

87ra -, 167ra 8ira ^ 

m + =rq = 0, C = m 

15 2 15 3 

ce qui réduit l'équation précédente à celle-ci : 

f>1T />27T 



r f 47T 

/ / Z' sin pdpdq Z = 0, 

Jo Jo 3 



'0 JO 

que l'on peut écrire sous cette forme : 

r-2ir 

(Z' — ôZ) s'mpdpdq = 0. 
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Maintenant, j'appelle h et k les valeurs de \x et vu qui répondent à la plus 
petite des valeurs possibles de Z, et je désigne par L cette plus petite valeur; 
pour fi = h et w = k, la dernière équation deviendra donc 



o Jo 



2;v 



(Z' — ^L) s'mpdpdq = 0; 



mais il est évident que Z' ou Z étant, par hypothèse, une quantité positive [JMPA 1837:315] 
ou zéro, la différence Z' — ^L est aussi positive ou nulle ; tous les éléments de 
l'intégrale double ayant donc le même signe, elle ne peut être nulle qu'autant que 
le facteur Z' — ôL sera zéro ; condition qui ne peut être remplie qu'autant que Z' 
ou Z sera aussi constamment zéro. D'ailleurs, on tire des équations précédentes 



m 



15g 
I6ira ' 



_3g 3_ 

167TQ; &ira 



C; 



en substituant donc ces valeurs de m et c dans l'expression de Y, supprimant le 
terme Z, et mettant ensuite cette expression dans celle de r, nous aurons 

r i , 3( fl -2C) 15g 2 

r = a\l+ — + alfi - -—fi 

Ce résultat renferme la constante indéterminée al qui tient à l'origine, aussi 
indéterminée, des coordonnées sur l'axe de rotation. On la fera aisément dispa- 
raître par un déplacement convenable de cette origine sur cette droite, ou si l'on 
veut, on peut tout de suite la supposer nulle, et écrire 



O 1 



3(fl - 2C) 

16tt 



15g 2 

1D7T 



On fera aussi disparaître, sans difficulté, les constantes o et C que renferme 
cette valeur de r. En effet, soit 



a 1 + 



3(g - 2C) 

167T 



6 1 



5g_ 
16tt 



(a) 



en négligeant les carrés et le produit de g et C, et faisant, pour abréger, 

15g 

= n, 

16tt 



il en résultera finalement 



r = 6[l + n(|-A« 2 )]. 



Or, il est facile de s'assurer, d'après cette expression de r, que b est le rayon 
donné de la sphère équivalente au volume du fluide ; cette expression ne contient 
donc plus rien d'inconnu ou d'indéterminé ; et l'on en conclut que le fluide n'a 
qu'une seule figure possible d'équilibre, qui s'écarte très peu de la sphère ; ce 
qu'il s'agissait de prouver. 
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Cette démonstration est plus simple que celle qui est fondée sur la réduction 
de r en série d'une certaine forme, et qui suppose connues les propriétés des 
termes de ce développement, ainsi que la généralité de cette forme de série, que 
l'on avait contestée, mais que j'ai mise hors de doute dans mon mémoire sur 
V attraction des sphéroïdes 2 . 

Si l'on met 

a = b, a Y = n(| — n ), 

dans l'expression a(l + aY) de r, ce qui l'a fait coïncider avec la valeur finale 
de ce rayon vecteur ; que l'on désigne par B, la valeur de la constante C qui 
répond à ces valeurs de a et de aY ; et que l'on ait égard à ce que n représente, 
on trouvera sans difficulté que l'équation (A) se réduit à 

On aura, en même temps, 

7 = — + \gb 2 ; 

et comme, d'après ce qu'on a dit plus haut, cette quantité 7 doit être la même, 
quel que soit le rayon peu différent de b que l'on prenne pour a, il faudra qu'on 
ait 

~Y + h h = — " o 2 C; 

résultat qui coïncide, en effet, avec l'équation (a), en négligeant toujours les 
carrés et le produit de g et de C. 



2 Additions à la Connaissance des Temps année 1829. 
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REMARQUES pMPA 1837:317] 

Sur l'intégration des équations différentielles de la Dynamique ; 

Par M. POISSON. 



En combinant le principe de d'Alembert avec celui des vitesses virtuelles, 
Lagrange est parvenu à une formule générale d'où il a déduit, sous la forme la 
plus simple, les équations différentielles du mouvement d'un système quelconque 
de points matériels. Certains coefficients qu'il introduit dans ces équations font 
connaître, en grandeur et en direction, les forces intérieures qui naissent de la 
liaison mutuelle des points du système, exprimée par des équations données entre 
leurs coordonnées. La considération de la surface sur laquelle chaque mobile doit 
demeurer, en vertu de chacune de ces équations, détermine seulement la direc- 
tion de la force correspondante à cette équation, et qui doit être normale à cette 
surface. Les intensités des forces intérieures ne seraient donc pas connues d'après 
cette seule considération ; mais le principe de d'Alembert montre qu'elles sont 
dues aux forces perdues à chaque instant, et les mêmes, d'ailleurs, dans l'état 
de mouvement que dans l'état d'équilibre ; en sorte qu'on doit les déterminer 
au moyen du principe des vitesses virtuelles, appliqué à ces dernières forces. La 
combinaison de ces deux principes, dont Lagrange a fait la base de la Mécanique 
analytique, était donc nécessaire pour la détermination complète des forces inté- 
rieures. Quant aux forces extérieures, appliquées aux mobiles, elles proviennent, 
dans la nature, d'attractions ou de répulsions qui émanent de points fixes ou 
mobiles, et sont alors données par hypothèse ; ou bien elles résultent, comme 
dans les fluides et les corps élastiques, d'actions moléculaires qui ne s'étendent 
qu'à des distances insensibles ; et c'est, dans ce dernier cas, un problème appar- 
tenant à la Mécanique physique, de déterminer leurs résultantes. Quelle que soit 
l'origine des forces extérieures, si on les suppose données, le problème de la Dy- 
namique est aujourd'hui complètement résolu, en ce sens qu'il est réduit à une 
question de pure analyse, c'est-à-dire à l'intégration d'un système d'équations 
différentielles du second ordre. Mais presque toujours on est obligé de recourir 
à des méthodes d'approximation très compliquées, pour effectuer cette intégra- 
tion ; et il est singulier que dans les questions qui paraissent très simples, dans 
le cas, par exemple, du mouvement de trois points qui s'attirent mutuellement, 
on ne connaisse pas d'autres intégrales exactes de ces équations, que celles qui 
sont communes à tous les problèmes, et qui sont fournies par les principes géné- 
raux du mouvement du centre de gravité, des aires, des forces vives. Cependant 
la forme remarquable des équations différentielles de la Dynamique, semblerait 
devoir donner quelque facilité pour leur intégration. Un examen approfondi de 
ce point d'analyse est l'objet des réflexions suivantes. Elles m'ont été suggérées 
par la lecture d'un mémoire fort intéressant que M. Hamilton, astronome royal 
de Dublin, a inséré dans les Transactions philosophiques de Londres 1 , et qui a 
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1 Année 1834, seconde partie. 
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pour titre : On a gênerai Method in Dynamics. 

I. 

Considérons un système de points matériels en mouvement, dont les masses 
seront représentées par m, m,, m„, etc., et qui pourront être entièrement libres, 
ou liés entre eux d'une manière quelconque. Au bout d'un temps t, écoulé depuis 
que le mouvement a commencé, soient x, y, z, les trois coordonnées rectangu- 
laires de m, et x' ', y' ', z' , les composantes de sa vitesse suivant leurs directions, 
de sorte qu'on ait 

dx , dy . dz . 

— - = x , — - = y , —- = z . 
dt dt dt 

Désignons aussi par les mêmes lettres avec des accents inférieurs, les coordonnées 

et les vitesses des autres points m,, m„, etc. Représentons par U une fonction 

donnée de toutes ces coordonnées x, y, z, x,, etc., qui pourra, en outre, renfermer 

t explicitement ; et supposons que les composantes de la force motrice de m soient 

dU rfU dU r 

exprimées par les différences partielles — — , — — , — — ; celles de la force motrice 

dx dy dz 

dXJ dU dXJ 

de m,, par — , — , — ; etc. Enfin soient 
dx dy dz 



[JMPA 1837:319] 



0, M = 0, N = 0, etc., 



(a) 



les équations qui expriment la liaison des points du système, s'ils ne sont pas 
entièrement libres, et dans lesquelles L, M, N, etc., sont des fonctions données de 
x, y, z, x,, etc., qui contiendront le temps t explicitement, lorsque cette liaison 
variera pendant la durée du mouvement. 

Les trois équations différentielles du mouvement de m seront, comme on sait, 



m 



m 



d*x 
dt 2 
d 2 y 
dt 2 
d^z 
dt 2 



dXJ 
dx 

rfU 



A- 



dL 

\ — 
dx 

dh 



dy dy 

d\J dL 
dz dz 



)i 



li 



dM 

i 

dx 

dM 
dy 

dM 

dz 



celles du mouvement de ni) seront de même 



m, 



m, 



d 2 x, 
~dW 
fy, 
dt 2 

d 2 z, 
dt 2 



dU 
dx, 
dXJ 
dy, 
d\J 



A 



A 



dL 

dxi 
dL 
dy, 
dL 



fi 



dz, dz, 



dM 
dx, 
dM 
dy, 
dM 



fi 



dx 

dy 
dz 



dN 

i 

dx, 
dN 

l 

dy, 

dN 



dz, dz, 



etc. 



- etc. 



etc. 



etc. 



etc. 



etc. 



(m) 



(m,) 



et ainsi pour les autres mobiles. 

Les coefficients A, /i, u, etc., sont des inconnues dont le nombre est égal à 
celui des équations (a), et d'où dépendent les actions mutuelles des points du 
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système, résultantes de leur liaison exprimée par ces équations. En les éliminant 
entre les équations (m), (m,), (m,,), etc., on réduira celles-ci à un nombre n qui 
sera l'excès du nombre des coordonnées x, y, z, x,, etc., des mobiles sur celui 
des équations (a). En même temps, ces coordonnées, s'exprimeront, au moyen 
des équations (a), en fonctions d'un pareil nombre n d'autres inconnues que je 
représenterai par <j), ip, 6, etc. Après avoir ainsi substitué ces fonctions à la place 
de x, y, z, x,, etc., dans les équations qui proviennent de l'élimination de A, /!, 
v, etc., il en résultera un système de n équations différentielles du second ordre, 
que j'appellerai (n). Le problème sera réduit à l'intégration de ces n équations 
simultanées. Leurs intégrales complètes feront connaître les valeurs de (j), tp, 6, 
etc., en fonctions de t et de 2n constantes arbitraires que je désignerai par a, 
(3, 7, etc. Les coordonnées x, y, z, x,, etc., et par suite, les vitesses x' , y', z' , 
x' n etc., seront donc aussi des fonctions de t, a, [3, 7, etc ; et si l'on représente 
par a, 6, c, etc., a', 6', c', etc., les valeurs initiales de ces coordonnées et de ces 
vitesses, ces constantes seront des fonctions de a, (3, 7, etc., qui se déduiront de 
x, y, z, x,, etc., x' , y' , z', x' n etc., en y faisant t = 0. 

IL 

Je désigne actuellement par chacune des caractéristiques S et A, la variation 
infiniment petite d'une fonction quelconque de t, a, f3, 7, etc., prise par rapport 
à une partie ou à la totalité des quantités arbitraires a, (3, 7, etc., tandis que 
la différentielle de cette fonction par rapport à t, sera toujours indiquée par la 
caractéristique d. En indiquant aussi, suivant l'usage, par la caractéristique E, 
une somme étendue à tous les mobiles m, m,, m„, etc., et faisant 

T,m[{Ax5x' - Ax'ôx) + (AySy' - Ay'ôy) + (AzSz' - Az'Sz)] = rj; (1) 

cette quantité rj, infiniment petite du second ordre, sera constante par rapport 
à t, ou, autrement dit, on aura drj = 0, quelle que soit d'ailleurs la liaison des 
points m, m,, m,,, etc., exprimée par les équations (a). Pour la démonstration 
de cette propriété remarquable des équations générales de la Dynamique, je 
renverrai à mon second mémoire sur la variation des constantes arbitraires 2 , ou 
bien au Bulletin de la Société Philomathique 3, , où je l'avais donnée auparavant. 
Maintenant, si le temps t n'est pas contenu explicitement dans la fonction 
U, non plus que dans aucune des équations (a), il en sera de même à l'égard des 
équations (n), qui ne renfermeront que dt ; parmi les 2n constantes arbitraires 
a, [3, 7, etc., de leurs intégrales, il y en aura donc une qui sera partout ajouté 
à la variable t, de sorte qu'en la désignant par e, toutes les inconnues 4>, ip, 9, 
etc., seront des fonctions de t + e et des 2n — 1 autres constantes. Or, si l'on 
suppose que la variation A se rapporte à cette seule quantité e, et si l'on fait 
ôe = 5t, on devra changer A en d; en même temps, rj sera le produit de dt et 
de la variation d'une quantité indépendante de t, que je désignerai par k ; par 
conséquent, l'équation (1) deviendra 

Y,m[{dxôx' - dx'âx) + {dySy' - dy'Sy) + {dzôz' - dz'ôz)} = Skdt; (2) 

2 Tome I er des Mémoires de l'Académie des Sciences. 
3 Année 1816, page 109. 
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et je dis, de plus, que cette constante arbitraire k sera celle de l'équation qui 
renferme le principe des forces vives, lequel a lieu, comme on sait, dans le cas 
dont il s'agit. 

En effet, les quantités L, M, N, etc., ne contenant pas le temps t explicite- 
ment, on a 

dL = — dx - 
dx 

m, dM , 

dM = dx - 

dx 

dN = —dx ■ 
dx 

etc., 

parce que les équations (a) ont lieu pour toutes les valeurs de t, on a aussi 

dL = 0, dM = 0, dN = 0, etc.; 

au moyen de quoi, en ajoutant les équations (m), (m,), (m„), etc., après les [JMPA 1837:322] 
avoir multipliées respectivement par dx, dy, dz, dx,, etc., on en déduit 

'd 2 x d 2 y d 2 z 



dL dL dL 
—dy + —dz + - — dx, 
dy dz dx, 


etc 


dM , dM , dM , 

dy H — - — dz H — : — dx, 

dy ' dz dx. 


etc 


rfN , dN, (M , 
— dy H — — dz H — : — dx, 
dy " dz dx. 


etc 



fax a y ci z \ 

z m (-dë dx+ dë d y + dë dz )= dlJ ' 



dt 2 dt 2 y dt 2 

ou bien, en intégrant et désignant par h la constante arbitraire, 

-Zm{x ,2 + y ,2 + z ,2 ) = U+h; (3) 

ce qui est l'équation des forces vives. En la différentiant suivant la caractéristique 
5, et multipliant ensuite par dt, on aura donc 

Y,m{5x'dx + Sy'dy + bz' dz) = ÔXJdt + 5hdt. (4) 

Mais à cause que les valeurs de x, y, z, x,, etc., doivent satisfaire aux équa- 
tions (a), pour toutes les valeurs de a, f3, 7, etc., on peut aussi différentier ces 
équations suivant ô ; ce qui donne 

SL = 0, SM = 0, SN = 0, etc. 

Si donc on ajoute les équations (m), (m,), (m„), etc., après les avoir multipliées 
respectivement par ôx, ôy, ôz, ôx,, etc., et toutes par dt, il en résultera 

Y,m{dx'5x + dy'ôy + dz'ôz) = SXJdt (5) 

en retranchant ces équations (4) et (5) l'une de l'autre, il vient 

T,m[(dxôx' — dx'ôx) + (dyôy' — dy'ôy) + (dzôz' — dz'ôz)} = ôhdt; 
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et si l'on compare cette formule à l'équation (2), on en conclut ôk = ôh, ce qu'il 
s'agissait de démontrer. 

En vertu de l'équation (3), on aura d'ailleurs 

h = i£(a' 2 + b' 2 + c' 2 ) - D, (6) 

en faisant t = dans cette équation, et désignant par D, ce que U devient pour 

cette valeur de t. [JMPA 1837:323] 

III. 

Faisons maintenant 

fEm(x'dx + y'dy + z'dz) = V; 

et supposons que cette intégrale relative à t, commence à t = 0, de manière que 
V exprime ce que l'on appelle la quantité d'action dépensée par le système des 
mobiles m, m t , m„, etc., pour passer de sa position initiale à celle qu'il occupe 
au bout du temps t. En différentiant cette intégrale suivant la caractéristique 5, 
nous aurons, d'après les règles connues, 

<5V = jT,m(x'd.ôx + y'd.ôy + z'd.ôz + dxôx' + dyôy' + dzôz'). 

Mais, en vertu de l'équation (2) et à cause de k = h, on a aussi 

fEm(dxôx + dyôy' + dzôz' — dx'ôx — dy'ôy — dz'ôz) = tôh; 

en retranchant cette équation de la précédente, on aura donc 

ÔY = fSm(d.x ôx + d.y'ôy + d.z'ôz) + tôh; 

ou bien, en effectuant l'intégration, 

ôV = Em(ï ôx + y ôy + z ôz) — Y,m{a ôa + b ôb + c ôc) + tôh, (7) 

en observant que l'intégrale doit s'évanouir, par hypothèse, avec la variable t, 
et qu'on a désigné par a, b, c, a', b' , c', les valeurs de x, y, z, x' , y', z' , qui 
répondent à t = 0. 

Les coordonnées x, y, z, x,, étant des fonctions de cf>, tp, 8, etc., données par 
les équations (a), on pourra toujours ramener cette équation (7) à la forme 



ÔV = Pô<f> + Qôip + Rô6 + etc. - A5a - BÔ/3 - C<5 7 - etc. + tôh, (8) 

où l'on désigne par P, Q, R, etc., des fonctions données de é, ib, 6, etc., — , 

dt 
di\) d6 



, etc. ; par A, B, C etc., ce que ces fonctions deviennent pour t = ; et [JMPA 1837:324] 
dt dt 
par a, (5, 7, etc., ce que <f>, ip, 0, etc., deviennent également pour t = 0. Si l'on 

, • • 1 m 1 11 1 d(f> dip d6 

désigne aussi par a , p , 7 , etc., les valeurs de — -, — — , —, etc., qui repondent 

dt dt dt 
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à t = 0, il sera permis de prendre les n quantités a, (3, 7, etc., et les n quantités 
a' , j3' , 7', etc., pour les 2n constantes arbitraires des intégrales complètes des 
équations (n), que nous avions désignées jusqu'ici, d'une manière générale, par 
a, /?, 7, etc. 

Observons actuellement que V, ainsi que chacune des n quantités <p, ip, 9, 
etc., sera une fonction de 2n + 1 quantités indépendantes entre elles, savoir, t, 
a, [3, 7 etc., a' , /?', 7', etc. La quantité /i sera une fonction de a, (3, 7, etc., a! , 
f3' , 7', etc., résultante de la formule (6). Par conséquent, si l'on conçoit qu'au 
moyen des valeurs de </>, ip, 6, etc., et de celle de h, on ait éliminé de l'expression 
de V, la variable t et les n constantes a', /?', 7', etc., on pourra considérer V 
comme une fonction de ces 2n + 1 autres quantités 0, i/>, 0, etc., h, a, (3, 7, etc., 
et écrire, en conséquence, 

V = /(</>, ^, 0, etc., /i, a, /?, 7, etc.), 

d'où l'on conclut que si l'on parvient, par un moyen quelconque, à trouver cette 
fonction /, et qu'on la substitue à la place de V dans l'équation (8), elle devra 
rendre cette équation identique par rapport aux 2n + l variations ôh, 8</>, Stp, 
Ô9, etc., 5a, 5(3, £7, etc. ; de sorte que l'on aura ce système de 2n+ 1 équations, 
savoir : 



dh ' 










#=p, 


^ = Q, 


rf/ 


d<p 


rfV 


rf^ 


# = -A, 


# = -B, 


# 


da 


d>9 


rl7 



R, etc., 
— C, etc. 



(9) 



d<p di\) d6 
duquel on déduira par l'élimination des n quantités — -, — — , — -, etc., et de l'une 

dt dt dt 
des 2n+l constantes arbitraires h, a, f3, 7, etc., a' ', /?', 7', etc., un autre système 

de n équations entre t, cf>, ip, 9, etc., et les 2n constantes restantes, qui exprimera 

les intégrales complètes des équations (n), ou des équations différentielles du 

second ordre (m), (m,), {mu), etc., réduites au nombre n au moyen des équations [JMPA 1837:325] 

(a) données entre x, y, z, x\, etc. 

Ainsi, dans tous les cas où le principe des forces vives a lieu, l'intégration 
des équations différentielles du mouvement d'un système de corps liés entre eux 
comme on voudra, est ramenée à la détermination de la fonction que nous dé- 
signons par /. On ne doit pas confondre cette proposition avec le principe de 
la moindre action, qui n'est qu'une règle, inutile aujourd'hui, pour former les 
équations différentielles du mouvement, tandis que la proposition dont il s'agit 
maintenant, en fait connaître les intégrales, toutes les fois que l'on est parvenu 
à déterminer une certaine quantité V, et à mettre sa valeur sous la forme que 
nous supposons, c'est-à-dire à l'exprimer en fonction des inconnues (f>, ip, 9, etc., 
de leurs valeurs initiales a, (3, 7, etc., et de la constante h de l'équation des 
forces vives. Cette méthode d'intégration est celle que M. Hamilton a donnée 
dans le mémoire cité au commencement de celui-ci, mais pour le cas seulement 
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des équations (m), (m,), (m,,), etc., ou d'un système de points matériels entiè- 
rement libres. Elle s'étend, comme nous venons de le faire voir, aux équations 
(n) relatives au mouvement d'un système quelconque de corps ; mais malgré 
cette extension, l'usage en serait encore très borné et à peu près nul, si l'on 
voulait, comme l'auteur le propose, la faire servir à trouver toutes les intégrales 
premières et secondes des équations du mouvement, et qu'il fallût déterminer à 
priori la fonction V, sans connaître aucune de ces intégrales. Quand on connaî- 
tra un nombre convenable des intégrales premières, cette méthode pourra servir 
à achever l'intégration ; et nous en donnerons tout à l'heure un exemple. 

IV. 



Pour expliquer la marche qu'il faudra suivre, en général, supposons d'abord 
qu'au moyen des équations (a), on ait réduit l'intégrale que V représente à la 
forme 

V = f(Xd<j> + YdV + Zd(9 + etc.); 

X, Y, Z, etc., étant des fonctions données des n variables <ft, ip, 6, etc., et de [JMPA 1837:326] 



leurs coefficients différentiels 



d<p dtp de 



dt dt dt 
de simplicité, par </>', ip' , 9' , etc. Soient 



, etc., qui seront désignés, pour plus 



G = 0, G' = 0, G" = 0, etc. 



(10) 



les intégrales premières des équations (n) que l'on suppose connues, qui sont 
distinctes de l'équation des forces vives, et qui ne contiennent pas non plus le 
temps t explicitement, de sorte que G, G', G", etc., représentent des fonctions 
de cf>, ip, 9, etc., </>' , ip', 9' , etc., et d'un nombre de constantes arbitraires g, g' ', g" ', 
etc., égal à celui de ces équations (10). On pourra aussi représenter l'équation 
des forces vives, qu'il faudra joindre à celles-là, par 



H = 0; 



(H) 



et H sera une fonction de </>, tp, 9, etc., 0', ip' , 9' ', etc., et de la constante parti- 
culière h. 

Il suffirait que n fût le nombre de ces équations (10) et (11), pour qu'on en 
pût déduire les valeurs de 0', tp' , 9' , etc., et qu'en substituant ensuite ces valeurs 
dans les fonctions X, Y, Z, etc., la formule contenue sous le signe J ne renfermât 
plus que les variables <p, tp, 9, etc., dont elle contient les différentielles. Mais 
quoique, d'après la formule (8), la variation de V, par rapport à ces n variables, 
ne contienne plus 5(p, ôtp, 59, etc., sous le signe J , il ne s'ensuit pas que la formule 
~X.d<j> + Ydip + Zd9 + etc., satisfera toujours aux conditions d'intégrabilité d'une 
formule différentielle à n variables indépendantes, ou qu'elle puisse s'intégrer 
indépendamment d'aucune relation entre <p, ip, 9, etc. : si cette formule est 
intégrable, le signe J disparaîtra dans la variation de son intégrale ; mais l'inverse 
de cette proposition n'a pas lieu nécessairement. 

En effet, quelles que soient les fonctions de (p, ip, 9, etc., 0', ip' , 9' ', etc., 
représentées par X, Y, Z, etc., on aura après l'élimination de </>', tp' , 9' ', etc., 



[JMPA 1837:327] 
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SV = J (Xd .5<P + Yd.ôtP + Zd.56 + etc.) 

'dX „, dX tl dX cn \ tl 

-tt <^> + -rw 5e + etc - d< t> 
dtp d6 1 

\ (dY Çl dY . , dY r „ \ ,, 

W^ + ^^ + w^ +etc -)^ 

f/dz çi rfz _, dz r/1 \ ,„ 

— c5</> + — 5tP + -777 50 + etc. d9 
\dè dtp dO 1 

+ etc. 
En intégrant par partie, la première intégrale devient 

X5ô + YStp + Zôz + etc. 

f/dX çl dY e , dZ r/1 \ fJ 

--(50 + — ôtp + —56 + etc. dé 

V d<p d</> dç> / 

f/dX rj dY e , dZ.„ \ ,, 

—ôé + —5tp + —56 + etc. dtp 

V d^> dy d^ / 

/dX rj dY e , dZ r/1 \ f/1 

— etc.; 

et si l'on suppose, pour fixer les idées, que les variables è, tp, 6, etc., soient 
seulement au nombre de trois, l'expression de 5V pourra s'écrire ainsi 

SV = Xô(f> + Y5tp + ZS6 

ydY dX\ ,, /dZ dX\ i r± 

-( d *-^)d^( dZ ^ 






/dX dZ\ /dY dZ 

Vdë ~ d4>) ^ + \~dJ ~ d^ 



Or, les conditions d'intégrabilité connues de la formule Xd(p+Y dtp + Zdd , savoir : 

dY _ dX dZ _ dX dZ _ dY 
~à4>~~d\p' ~cûj>~~d6 1 ~ihp~~dë' 

font évidemment disparaître les signes J de l'expression de SV ; mais pour qu'ils 

disparaissent, quelles que soient les variations ô(p, ôtp, 59, il suffit qu'on ait [JMPA 1837:328] 



/dY 

Vd4 ' 


dX\ /dZ 
" dtp) ^ + \d<p 


■§)•■ 


= o, 


/dZ 

Vcûp ' 


de J \d<t> 


->= 


= o, 


/dZ 

\dè ~ 


dX\ /dZ 

de) ^ + \dtb 


-§)*■ 


= 0; 
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équations dont la troisième est une suite des deux autres, et qui peuvent avoir 
lieu, en vertu de quelque relation particulière entre <j>, tp, 9, sans que les coeffi- 
cients de d<p, dtp, dd, soient zéro, c'est-à-dire sans que les conditions d'intégrabi- 
lité précédentes soient satisfaites. Si, au lieu de trois ou d'un plus grand nombre 
de variables, il y en a deux seulement <fi et ip, l'expression de ÔV se réduira à 

5V = X5<f> + YôtP + [(—-^\ (S<f>dtP - 5tpd<P); 

et le signe J n'y pourra disparaître, à moins qu'on n'ait 

dY _ dX 

~dë ~ #' 

mais si cette équation n'est point identique, c'est-à-dire si elle n'a lieu qu'en 
vertu d'une relation entre <p et tp, il ne s'ensuivra pas que la formule Xdcp + Y dtp 
soit une différentielle à deux variables. 

Cela posé, soit n + i le nombre des équations (10) et (11), qui excédera de i 
celui des quantités <//, tp', 9' , etc. Il faudra que i soit moindre que n; car si l'on 
avait i = n, on tirerait des 2n équations (10) et (11), qui ne contiennent pas le 
temps t explicitement, des valeurs constantes pour les n inconnues </>, tp, 9, et 
pour leurs coefficients différentiels <p' , tp' , 6' , etc. Désignons par 

E = 0, E' = 0, E" = 0, etc., (12) 

les équations entre (p, ip, 9, etc., qui résulteront de l'élimination de <f>' ', tp' , 9' , etc., 

entre ces intégrales (10) et (11), et dont le nombre sera égal à i. Ayant aussi 

éliminé tp' , tp' , 9' , etc., de chacune des quantités X, Y, Z, etc. ; si la formule [JMPA 1837:329] 

Xd(p + Ydip + Zd9 + etc., satisfait aux conditions d'intégrabilité, en vertu des 

équations (12) qui réduiront à n — i le nombre des variables indépendantes, on 

effectuera l'intégration par les règles ordinaires, et il en résultera une valeur 

de V en fonction de ces n — i variables et des n + i constantes arbitraires que 

renferment les équations (10) et (11). On pourra ensuite, au moyen des équations 

(12), réintroduire dans V toutes les variables <p, tp, 9, etc., en en éliminant un 

nombre égal à i de constantes arbitraires, différentes de h que nous conserverons. 

Si l'on observe d'ailleurs que V doit être zéro, par hypothèse, pour t = 0, on 

aura donc finalement 

V = F(</>, tp, 9, etc., h, e, e', e",etc.) — k; 

e, e', e", etc., étant les n— 1 constantes arbitraires que l'on aura conservées avec 
h, et qui seront une partie des constantes g, g', g" , etc., ou plus généralement, 
des fonctions de celles-ci ; F désignant une fonction connue de 2n quantités, dont 
n variables et n constantes; et en faisant, pour abréger, 

F(a,p, 7, etc., h, e, e',e",etc.) = k. 

Les n constantes h, e, e', e", etc., ne peuvent être que des fonctions des 
valeurs initiales a, (3, 7, etc., a' , j3' , 7', etc., de </>, tp, 9, etc., </>', tp' , 9' , etc. ; les 
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n variables <j>, tp, 9, etc., sont aussi des fonctions de t, a, j3, 7, etc., a! , /?', 7', 
etc. ; en joignant la valeur de k à celles de <ft, ip, 9, etc., h, e, e', e", etc., il en 
résultera 2n+l équations, entre lesquelles on peut concevoir que l'on ait éliminé 
t, a' , /?', 7', etc., pour en déduire ensuite des valeurs de a, [3, 7, etc., en fonction 
de cf>, tp, 9, etc., k, /i, e, e', e", etc. De cette manière, on pourra considérer la 
valeur de V, représentée plus haut par la fonction /, comme une fonction de ces 
2n+ 1 dernières quantités ; elle devra alors être identique avec celle que l'on vient 
d'écrire ; et en égalant, de part et d'autre, dans les variations complètes de ces 
deux expressions de V, les coefficients de chacune des variations de <j), ip, 9, etc., 
k, h, e, e', e", etc., on obtiendra un nombre 2n + 1 d'équations pour remplacer 
les équations (9). Parmi ces nouvelles équations, nous aurons seulement besoin 
de celles qui proviennent des variations de h, e, e', e", etc., et qui seront, d'après 
la formule (8), 





dF 
~dh~~ 


= t + e, 


dF 
de 


= / 


dF 
' ~de~' ~ 


= 1', 


dF 

de~" 


= 


en faisant, 


pour abréger, 


















A dh 


+ B 


dp 

dh 


+ c S 


+ etc. 


= ~ 


-e, 






da 

de 


+ B 


dp 
de 


de 


+ etc. 


= - 


-l, 






da 
A de~ï 


+ B 


dp 
de' 


+ C S 


+ etc. 


= ~ 


-l' 



l", etc., 



(13) 



etc. 

Quoique nous considérions a, P, 7, etc., dans ces différentiations, comme des 
fonctions de h, e, e', e", etc., et de <f>, tp, 9, etc. ; ces quantités a, P, 7, etc., étant 
des constantes arbitraires par rapport à t, quelles que soient les valeurs de h, e, 
e', e", etc., il s'ensuit que leurs différences partielles sont également des quantités 
constantes, aussi bien que A, B, C, etc., et par conséquent aussi, les n quantités 
e, l, V , l" , etc. Maintenant, les équations (12) et (13), dont le nombre total est 
n + i, seront des intégrales des équations (n), en quantités finies, qui devront se 
réduire, dans chaque cas, à un nombre n d'équations distinctes, contenant les 
variables t, (p, ip, 6, etc., et 2n constantes arbitraires. 

§V. 

Appliquons ces considérations générales au mouvement d'un point matériel, 
entièrement libre et soumis à une force dirigée vers un centre fixe. 

Supposons que ce point soit celui dont x, y, z, sont les trois coordonnées; 
plaçons le centre fixe à leur origine ; les trois composantes de la force dirigée 
vers ce point seront entre elles comme ces coordonnées ; on aura donc 



d\J 



rfU 



rfU 



du 



du 



du 



[JMPA 1837:330] 



y- 



y- 



dx dy ' dy dx ' dy " dz ' 

et si l'on désigne par r la distance du mobile au centre fixe, de sorte qu'on ait [JMPA 1837:331] 
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2,2,2 2 

x + y + z = r , 

on ne pourra satisfaire à ces équations qu'en prenant pour U une fonction de 
ce rayon vecteur r. En la désignant par R, et prenant aussi la masse du mobile 
pour unité, les trois équations du mouvement seront 

d 2 x dR x d 2 y dR y d 2 z dR z 
dt 2 dr r ' dt 2 dr r ' dt 2 dr r ' 

On aura, pour l'équation des forces vives, 

\{x' 2 + y' 2 + z' 2 ) = R+h, (a) 

et, pour les trois équations que fournit le principe des aires, 

xy' - yx' = g, zx' - xz' = g', yz' - zy' = g". {(3) 

Ces quatre intégrales complètes des équations du mouvement s'en déduisent 
d'ailleurs immédiatement. Les trois dernières donnent celle-ci 

gz + g' y + g" x = 0, (7) 

qui est une intégrale seconde, et qui montre que la trajectoire du mobile est 
comprise dans un plan passant par le centre fixe, ce qu'on peut aussi regarder 
comme évident à priori. Enfin l'intégrale que V représente, se réduit à 

V =J(x'dx + y'dy + z'dz). 

En joignant l'équation (a) aux deux premières équations (/3), on en déduit 

x' = 9Z ~ gy + - y/(2Rr 2 + 2hr 2 -g 2 - g' 2 )x 2 - {g'y + gz) 2 , 

„2 



' = gX +(9'y + 9z)z + JL^t 2 Rr 2 + 2hr 2 -g 2 - g' 2 )x 2 - {g'y + gz) 2 , 
xr z xr 

' = _ 9'x 2 + (9'y + gz)y + ±^^ 2Rr2 + 2hr i _ g2 _ g a )x 2 _ {gly + gz) i^ 



Or, ces valeurs de x', y' , z' , déduites de trois intégrales premières des équations [JMPA 1837:332] 
du mouvement, ne rendent pas la formule x'dx + y'dy + z'dz une différentielle 
exacte à trois variables indépendantes x, y, z ; mais, si l'on suppose ces variables 
liées entre elles par l'équation (7), les valeurs de x', y' , z' , deviennent 



^V + X 2 ^2Rr 2 + 2hr 2 - 


-e 2 , 


gX / * + y 2 ^2Rr 2 + 2hr 2 - 


-e 2 , 


9 V „ 9 X + \ \f2Rr 2 + 2hr 2 - 


-e 2 , 
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où l'on a fait, pour abréger, 



5 2 + 5' 2 + 5" 2 = e 2 ; 



et il en résulte d'abord 

x'dx + y'dy + z'dz = - y / 2Rr 2 + 2hr 2 - e 2 dr 
r 

H — ^ [g(xdy — ydx) + g'(zdx — xdz) + g"(ydz — zdy)]. 

Soit v l'angle que fait le rayon vecteur r avec une ligne fixe, menée par l'origine 
des coordonnées, dans le plan de la trajectoire ; l'aire décrite par ce rayon, dans 
un temps infiniment petit, sera r 2 dv; les coefficients de g, g', g", exprimeront 
ses projections sur les trois plans des coordonnées ; et, comme d'après l'équation 
(7), les cosinus des inclinaisons du plan de la trajectoire sur ces trois plans, sont, 

g 9' 9" , 

— , — , — , on en conclura 
e e e 

gr 2 dv g'r 2 dv g"r 2 dv 

xdy — ydx = , zdx — xdz = , ydz — zdy = . 

e e e 

Par conséquent, on aura 

x'dx + y'dy + z'dz = - \J 2Rr 2 + 2hr 2 — e 2 dr + edv; 
r 

formule qui se trouve ainsi réduite à une différentielle exacte à deux variables r [JMPA 1837:333] 
et v, et d'où l'on tire, en intégrant, 



V = / - \/2Rr 2 + 2hr 2 - e 2 dr + ev - k; 



k étant, comme plus haut, la constante qui rend nulle la valeur de V relative à 
t= 0. 

Au lieu des coordonnées x, y, z, on peut prendre les trois variables z, r, 
v, pour déterminer à chaque instant la position du mobile ; et comme ce point 
matériel est entièrement libre, on peut aussi prendre z, r, v, pour les inconnues 
que nous avons désignées généralement par </>, ip, 9. Abstraction faite de son 
dernier terme, la valeur de V que nous trouvons sera alors la fonction F de 
l'article précédent ; laquelle, dans le cas particulier dont nous nous occupons, ne 
renferme que deux variables r et v, et deux constantes arbitraires h et e. Les 
deux premières équations (13) seront 

rdr 
t + e 



V2Rr 2 + 2hr 2 - e 2 ' 

edr 
rV2Rr 2 + 2hr 2 - e 2 ' 
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en mettant dans la seconde el au lieu de l, et divisant par e. La troisième se 
réduira à V = ; et il n'y aura pas lieu de considérer les suivantes. On pourra 
d'ailleurs remplacer l'équation (7) par celle-ci : 

z = [3rsm{v — a), 

où l'on désigne par a l'angle que fait l'intersection du plan de la trajectoire et du 
plan des x et y avec la ligne fixe d'où l'on compte l'angle v, et par /3 le sinus de 
l'inclinaison du premier plan sur le second. De cette manière, ces trois équations 
seront les intégrales complètes de celles du mouvement entre les quatre variables 
t, r, v, z, et les six constantes arbitraires h, e, e, l, a, (3 ; ce qui coïncide avec 
les formules connues. 

On aurait pu simplifier le calcul en prenant le plan de la trajectoire pour l'un 
des trois plans des coordonnées x, y, Z ; on a conservé des directions quelconques 
aux axes des coordonnées, afin que cet exemple présentât les principales circons- 
tances de la méthode générale, et pour montrer que la formule x' 'dx + y' 'dy+ z' ' dz 
n'est une différentielle exacte qu'en vertu d'une relation particulière entre x, y, 
z, qui se trouve remplacée par l'une de ces coordonnées égalée à zéro, lorsqu'on 
fait coïncider le plan des deux autres avec celui de la trajectoire. 

§VI. 

Considérons encore le cas d'un point matériel entièrement libre, dont la force 
motrice ait toujours ses trois composantes exprimées par les différences partielles 
d'une même fonction U des coordonnées, mais ne soit pas dirigée vers un centre 
fixe, comme dans l'exemple précédent. Supposons que ce mouvement ait lieu 
dans un plan que nous prendrons pour celui des x et y ; de sorte que les équations 
différentielles du second ordre se réduisent à deux, savoir : 



[JMPA 1837:334] 



cPx 
dt 2 



d\] d 2 y 
dx ' dt 2 



d\J 
dy' 



U étant une fonction donnée de x et y. L'intégrale que V représente se réduira 
aussi à 

V=J(x'dx + y'dy); 

l'équation des forces vives sera 



U x ' 2 +y' 2 )=V + h; 



(h) 



et si l'on représente par 



f{x,y,x,y') = g, 



(.9) 



une intégrale première des deux équations du mouvement, on tirera de ces deux 
dernières équations, des valeurs de x' et y' , en fonctions des deux variables x' et 
y' , et des deux constantes arbitraires h et g. Or, pourvu que la fonction donnée 
/ ne soit pas seulement une fonction de la quantité x /2 + y /2 , et des variables x et 
y, c'est-à-dire pourvu qu'en éliminant l'une des variables x' ou y' ', entre les deux [JMPA 1837:335] 
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dernières équations, l'autre variable y' ou x' ne disparaisse pas en même temps, 
les valeurs de x' et y' tirées de ces équations rendront la formule x' ' dx + y' dy 
une différentielle exacte, ainsi qu'on le prouvera tout à l'heure. Cela étant, on 
obtiendra par les règles ordinaires, l'expression de V en fonction de x, y, h, g; 
et d'après les équations (13), on en déduira 



dx 1 

~dh' 

dx' 

dg 



-dx 



-dx 



dj[_ 
dh 

dV 
dg 



t + e, 



pour les intégrales, en quantités finies, des deux équations du mouvement ; h, 
g, e, l, étant les quatre constantes arbitraires. La seconde de ces intégrales sera 
l'équation de la trajectoire, et la première déterminera le temps t en fonction 
des coordonnées du mobile. 

Ce résultat coïncide avec celui que M. Jacobi a énoncé dans une lettre adres- 
sée l'an dernier à l'Institut 4 . Il se rapporte, comme on voit, à la théorie de 
M. Hamilton ; mais en faisant concourir à la détermination de la fonction V, 
indépendamment de l'équation des forces vives, une autre intégrale première 
des équations du mouvement, que l'on suppose donnée à priori. 

Pour faire voir que les valeurs de x' et y' tirées des équations (h) et (g), 
satisfont à la condition d'intégrabilité de la formule x' dx + y' dy, c'est-à-dire à 
l'équation 

dx 1 dy 1 

dy dx ' 

j'observe que ces valeurs doivent rendre identiques les équations d'où elles sont 
déduites ; en différentiant chacune de ces équations successivement par rapport 
à a; et par rapport à y, on aura donc 

df df dx' df dy' _ ,dx' ,dy' _ rfU 

dx dx' dx dy' dx dx dx dx' 

df df dx' df dy' .dx' .dy' rfU 

- — I : 1 = 0, x h y = — ; 

dy dx' dy dy' dy dy dy dy 

t • dx' dy' 

par P élimination de — — et — — , entre ces quatre équations, il vient 
dx dy 

V x , + d^dV + ,df_ x , _ df_ A dj/_ = Q 
dx dx' dx ^dy' dx' I dx 

df df rfU (df , df a dx' 

— y h 1" ( — y — -, — x — = 0j 

dy dy' dy \dx' dy' / dy 

et, par conséquent, 

#*' + IL > + ^LdR + ^L<^_ + t^_ x > _ #_ a ( d }L_ d l\ = . 

dx dy dx' dx dy' dy V dy' dx' ) V dx dy J 



[JMPA 1837:336] 



' Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences ; 18 juillet 1836. 
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or, l'équation (g) étant une intégrale première des équations du mouvement, il 
faut qu'en la différentiant par rapport a t, ce qui fait disparaître la constante g, 

dx' dy' , rfU rfU , 

et substituant ensuite pour et leurs valeurs — et — données par ces 

dt dt dx dy 

équations, on ait identiquement 

ÏÏ x , + V , + d^dU + df_dU = Q 
dx dy dx' dx dy' dy 

au moyen de quoi l'équation qu'on vient d'écrire se réduit a 

(jL x ' - ÏjL ') (Et _ d?L) = o 

V dy dx / V dx dy J 

et comme le premier facteur de celle-ci n'est pas nul, puisqu'on a supposé que la 
fonction désignée par / n'est pas une fonction de x' 2 + y' 2 , il faut que le second 
facteur soit zéro ; ce qu'il s'agissait de démontrer. 
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THÈSES 

DE MÉCANIQUE ET D'ASTRONOMIE; 
Par M. LEBESGUE, 

Professeur-suppléant à la Faculté des Sciences de Grenoble 



[JMPA 1837:337] 



PREMIERE PARTIE. 

Formules pour la transformation des fonctions homogènes du second degré à 

plusieurs inconnues. 

I. 

Le problème dont nous allons nous occuper conduit à certaines équations 
déterminées qui se présentent souvent dans les questions de Mécanique, d'As- 
tronomie et de Physique, et que M. Jacobi a récemment étudiées 1 . D'autres 
mémoires publiés antérieurement par divers géomètres se rattachent plus ou 
moins à notre sujet. On consultera par exemple les Exercices mathématiques de 
M. Cauchy (tome IV, page 140) et surtout le Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques de M. Férussac (tome XII page 314) où se trouve l'extrait d'un excellent 
mémoire de M. Sturm. Nous nous bornons ici à ces citations générales. Le lec- 
teur jugera ce qu'il peut y avoir de neuf sinon dans nos formules, au moins dans 
la manière de les démontrer. 

Problème. Etant donnée une fonction homogène du second degré à plusieurs 
inconnues, il faut en faire disparaître les rectangles de ces inconnues, au moyen 
d'une substitution, qui laisse la fonction homogène et du second degré entre le 
même nombre de nouvelles inconnues. 

Pour simplifier la solution, on fera usage de la notation suivante : 

1°. Les inconnues seront x\, Xi ,. . ., x n au nombre de n. 

2°. Tout terme renfermant le rectangle x a Xp, ou le produit de deux inconnues 
différentes, aura pour coefficient A Q/ 3 le premier indice étant celui du premier 
facteur du rectangle, et le second celui du second facteur. On supposera A a ^ = 
A/3. a , puisque l'on a x a xp = xpx a . Le coefficient d'un carré, tel que x\ = x a x a , 
sera par analogie A QiCt . 

D'après ces conventions, on remplacera la fonction 

Aia^i + 2Ai, 2 a;i:E2 + 2Ai i3 :ei2; 3 + . . . + 2Ai j „ccia;„. 
+ ^2.2^\ +2A 2i3 a;2a;3 + . . . + 2A2,„x 2 a;„. 



(1) 



+ A 3i3 a: 3 + . . . + 2A 3 ,„x 3 a;„. 



[JMPA 1837:338] 



L Journal de M. Crelle, tome XII, p. 1. 
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Par la suivante, 



(2) 



2!l(A M :El + Al i2 £2 + ■ • ■ + Al >n CC„). 

+ x 2 {A 2 ^x 1 + A 2i 2^2 + ■ • ■ + A 2 ,„x„). 
+ x n (A n sxx + A„ i2 ^2 + ■ • ■ + A n . n x n ). 



Si l'on fait 



(3) 



x\ = ai,iVi + «i,2Î/2 

X2 = a2,lVl + «2,2j/2 



a2,nVn- 



x n = a«,iyi + a n .2V2 + • • • + a n , n yn- 



ces valeurs, substituées dans la fonction (2), la laisseront homogène et du second 
degré, en la réduisant à la forme 



(4) 



2/i(Biayi + B li2 y 2 
2/2(B 2 ,i2/i + B 2 ,2î/2 



Bi,„y n ). 

B 2 ,n2/„). 



+ 2/n(B„,i2/i +B„^2/2 + • 

Si l'on pose pour abréger 

(5) Gi^ a = A^iai ]Q + A^2fl2,a + . . . + A^„a n , Q , 

où i et a peuvent prendre toutes les valeurs entières de 1 à ri, on trouvera, en 
faisant la multiplication sans transpositions de facteurs, pour ne pas confondre 
les rectangles, tels que x a xp et XfjX a , 



[JMPA 1837:339] 



(6) 



B/3 jQ = ai t pCi ta + a-i^Q-i^a + ■ • ■ + a n ^G n ^ ai 

B Qj/ 3 = ai ta Ci t f3 + 0,2, a C-2,f3 + . . . + a n ,aCn,@i 



et l'on vérifiera très facilement que l'on a B aj ^ = B^.q à cause de A Q]/ g = Ap^ a . 
Si l'on veut que la transformée en y soit de la forme 



(7) 

il faudra poser 



Uiî/Î + U 2 |/2 + U 3 y| + . . . + U„y^ 



(8) 



Bi,i = Ui, Bi, 2 = 0, Bi i3 = Bi, n = 0, 

B 2 ,i = 0, B 2j2 = U 2 , B 2i3 = B 2] „ = 0, 



B n ,i = 0, B„ i2 = 0, B 



n,3 



0. 



■ B,, 



U r 
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. i i 2 n .n — 1 n 2 + n 
Ces équations, au nombre de n , se réduisent à nH = équations 

distinctes, entre les n 2 + n inconnues suivantes : 1°. les n 2 coefficients Oi,i, 
(i\.2t ■ .a n .n de la substitution (3), et, 2°., les n coefficients Ui, U2. . ., U n de 

o 
TL -\- 71 

la fonction transformée (7). On doit donc encore se donner équations 

entre les inconnues, afin d'ôter au problème son indétermination. Il est bien des 
manières d'obtenir ces nouvelles relations ; la plus simple paraît la suivante. On 
supposera que l'équation 

(9) x{ + xl + ... + xl = y{ + yl + ... + yl 

soit satisfaite pour toutes les valeurs possibles données à 3/1, y 2 - ■ ., y n - Mettant 

dans cette équation les valeurs de x\, Xi- . ., x n données plus haut (3), et rendant [JMPA 1837:340] 

le résultat indépendant de j/i, y 2 - ■ ., y n , on trouvera n équations de la forme 

(10) «L + 4« + ••• + <« = !> 

où a prendra successivement les valeurs 1, 2. . ., n. 

71 . Ti 1 

On trouvera en outre équations de la forme 

(11) Ol,aOl,y9 + a>2, a a2,i3 + ■ ■ ■ a n , a an,f3 = 0, 

ou a, et /?, essentiellement différents, peuvent d'ailleurs prendre toutes les va- 
leurs 1, 2. . ., n. 

Les n 2 + n équations du problème sont donc celles qui portent les numéros 
(8), (10) et (11). 

Il est facile de les distribuer en n systèmes partiels de n + l équations chacun, 
le premier contenant uniquement les n + 1 inconnues 

Ul, 01,1, «2,1) 03,1 ••• ; a n,l', 

le second renfermant uniquement les n + 1 inconnues 

U2, Ol, 2, 02,2, 03,2 ••• , On, 2, 

et ainsi des autres jusqu'au n*™, contenant uniquement les n + 1 dernières 
inconnues 

Un; Ol,n, Û2,n, (L3,n ■ • • : On,n* 

Pour faire ce partage, il faut remarquer que les équations (3) donnent, au 
moyen des équations (10) et (11), 



(12) { 



2/i = 01,1X1 + 02,1^2 + • • • + a n ,ix„, 
y 2 = Oi,2CCi + a 2 , 2 2:2 + . . . + a n ,2X n , 

Vn = a l,n x l + a 2,n x 2 + • • • + a n ,n x ni 

265 



et que celles-ci donnent à leur tour, en vertu de l'équation (9), les suivantes : [JMPA 1837:341] 



(13) 
(14) 



l a,l "i" "a, 2 



a =1 



aa,l a /3,l + a u,2&(i.1 + . . • + tt a ,ufl/î,n = 0, 



qui ne diffèrent des équations (10) et (11) que par le renversement des indices. 
Par exemple, si l'on veut obtenir le système qui donnera la valeur des n + 1 
inconnues 

U en ^1,cki ^2, en <^3, a • • • Q>n,ai 

on prendra les équations 

Bi, Q = 0, B 2iCe = . . . B QCt = U Q . . . B„ a = 0, 
auxquelles on joindra l'équation 



«n,a = L 



a l,a + a 2,a + - 

Les n premières équations reviennent à 

ai,iCi iQ + 02,102,0 + . • • + a n ,iG n ,a = 0, 
ai,2Ci, Q + a2,2C2,a + • • • + a n ,2G n ,a = 0, 

a l,aCl,a + 02,a^2,a + • • • + 0"a,oS-'n,a = Uq, 

1l,nCi iQ + a2,nC2,a + • • ■ + a n ,nC n ,a = 0, 

d'où l'on tire très facilement 

^l.a — û1,qUq, *^2,a — ^2,a^a---^n,a — Qn.a U a ; 

la première Ci ;Q = ai. U a s'obtient en multipliant les équations précédentes par 
il, ii °i,2- • -0-1,71 (coefficients de Ci. Q ) respectivement, et en faisant la somme des 
résultats. Les autres s'obtiennent d'une manière toute semblable. 

Remplaçant Ci a , C2. Q . • .C n , Q par leurs valeurs, on aura donc définitivement 
le système [JMPA 1837:342] 

(A14 - U Q )ai !Q + Ai i2 a 2 , a + . . . + Ai t „a n ,a = 0, 
A 2 ,iai, Q + (A 2 , 2 - U Q )a 2 ,a + • ■ • + A 2 , n a„ ia = 0, 
A3,iai ]Q , + A3 ] 2a2,a+ + A3 ]n a„ iQ = 0, 

A n! iai !a + A n] 2û2,a + + (A„,„ — U Q )a„ ]Q , = 0, 



(15) { 



l l.a "r "2, a 



a z =1 



dont la solution n'offre d'autre difficulté que la simplification des résultats aux- 
quels conduit l'élimination. 
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Les n — 1 premières équations donnent, par exemple, les rapports — — 

On, a 
2 , a O-n-l.a 



qui, substitués dans la n Kme , conduisent à une équation du 

On, a O na 

n Kme degré en XJ a , ou tout simplement en u, dont les racines, toutes réelles, sont 
les valeurs des n coefficients Ui, U 2 . . .U„. Ces racines déterminées, les rapports 

«l.a 2a O n ~\, a T , . , r 

— — , . . ., sont connus. La dernière équation, mise sous la forme 

On, a O n ,a O n ,a 

<J(^) 2 +(^) 2 ----+(^) 2 +l]=l, 
^n,a ^n,a O n ,a -* 

donne alors a n a , et par suite, au moyen des rapports précédents, on trouve 
a ï ai a 2 a- ■ - a n-i a- Les valeurs de ces coefficients se présentent sous la forme 
de fractions qui sont toutes susceptibles de réduction en vertu d'une propriété 
de l'équation du n e degré en u. Cette équation s'obtient très facilement encore 
de la manière suivante : on résout les n premières équations (15) par rapport 
à di iCn a2,a- • -O-n.a, précisément comme si les deuxièmes membres n'étaient pas 
nuls ; on égale à zéro le dénominateur commun des inconnues ai >on 0,2,0c ■ -o, n ,a, 
et le résultat n'est autre que l'équation en u qu'on peut noter U = 0. Le premier 
membre de cette équation n'est donc qu'une de ces fonctions nommées détermi- 
nants, fonctions qui, comme le dit M. Cauchy {Journal de l'Ecole Polytechnique, 
tome 10, page 51), s'offrent d'elles-mêmes dans un grand nombre de recherches 
analytiques. C'est donc dans les propriétés des déterminants que l'on va chercher 
le moyen de simplifier la solution qui vient d'être rapidement indiquée. [JMPA 1837:343] 

IL 

De quelques propriétés des déterminants. 

DÉFINITION. Si l'on considère le système d'équations 



(16) 



le dénominateur commun des inconnues t\, ti- . .t n est ce que l'on nomme le 
déterminant du système des nombres 



Ai.iti +A h2 t 2 +• 


• t Ai n r n 


= mi, 


A 2 ,iti + A 2 , 2 t 2 +• 


• + A 2 ,„t„ 


= m 2 , 


A n iti + A n o<2 + • 


• ~r **-n,nT"n 


= m n , 



(17) 



Ai,i Ai ; 2 Ai jr j, 

A 2 ,i A 2i2 A 2j „, 

A n ,i A n2 A nn . 



Comme ce dénominateur peut changer de signe, selon le mode de solution qu'on 
emploiera, on conviendra de le prendre de sorte que le terme A11 A 22 A3.3 . . . 
A ra ,n) qui en fait partie, soit positif. 
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On trouve dans les éléments d'algèbre une règle fort simple pour former ce 
déterminant, et l'on en peut voir d'autres dans le mémoire de M. Cauchy, cité 
plus haut. Voici quelques conséquences de ces règles. 

Le déterminant du système (17) est aussi celui du système suivant. 



(18) { 



Ai,i A 2i i A„ !, 

Ai. 2 A 2 ,2 A„ 9, 



Al.n J^2,n A„ n , 



qui s'obtient en remplaçant la série horizontale supérieure du système (17) par la [JMPA 1837:344] 
première série verticale, puis la deuxième horizontale par la deuxième verticale, 
et ainsi de suite jusqu'à la deuxième horizontale qui sera remplacée par la n e ou 
dernière verticale. 

Il est un cas ou les systèmes (17) et (18) restent les mêmes, malgré ce chan- 
gement ; c'est celui pour lequel on aurait A Qi ^ = Ap ta . On peut dire alors que le 
système est symétrique, puisque les nombres qui le forment sont placés symétri- 
quement par rapport aux nombres à indices égaux A1.1 A2,2- • A n „ qui forment 
la diagonale du système. 

Une autre conséquence de la règle pour former le déterminant, c'est qu'il 
change de signe : 

1°. Quand on change le signe de tous les nombres d'une même série horizon- 
tale ou verticale ; 

2°. Quand on change l'ordre de deux séries consécutives horizontales ou 
verticales, d'où il suit que si l'on avance ou recule une série de k rangs, le 
déterminant se trouve multiplié par (— l) k . 

Ceci rappelé, si l'on représente par D le déterminant du système (17), par 
[g, i ] le déterminant du système qui se tire du système (17) par la suppression de 
la série horizontale de rang g et de la série verticale de rang i, et semblablement 
par la notation . ' , le déterminant du système qui résulte de l'omission des 

séries horizontales de rangs g et i et des séries verticales de rangs i et k dans 
le système (17), on pourra, au moyen des remarques précédentes, établir les 
proportions suivantes : 

I. Dans tout déterminant symétrique on a 

[g,i] = [i,g]- 

Cela résulte de ce qu'il est permis de changer (17) en (18), sans déplacer réelle- 
ment les nombres du système. 

IL Pour tout déterminant nul on a 

[g, g] [M] = [i,g] [g,i], 

et par conséquent pour un déterminant à la fois nul et symétrique 

[g, g] [m] = [hg? = [gJ] 2 - 
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En effet, si dans le système (16) on suppose ui\ = m-i . . . = m n = 0, et qu'on [JMPA 1837:345] 
supprime l'équation de rang g, on trouvera 



(-1)* 



[9,i\ 



le facteur ( — l) 9+l provenant du déplacement de séries et du changement de 
signe, qui résultent de l'application de la règle pour déduire le numérateur [g, g] 
du dénominateur [g, i]. L'exposant de —1 a été augmenté d'un nombre pair pour 
simplifier le résultat. Si, dans le même système (16), on supprime l'équation de 
rang i, on trouvera pareillement 

t 
t 

Multipliant la valeur de — par celle de —, on a de suite le résultat de l'énoncé. 

III. Dans tout déterminant non symétrique on a, quels que soient les indices 
du nombre A ig égaux ou non, 

' /D -(-i) 9+ V,g}- 



'i 


-( i) i+s !'* 


9 


[h g] 



i,g 



Le coefficient différentiel de D est pris par rapport à Aj )S , supposé différent de 
tous les nombres A a p ; ce qui n'arrive pas pour un déterminant symétrique où 
I on a Ajg = Agi. 

IV. Pour un déterminant symétrique on a toujours 

aA g-g aA i,g 

Ces deux propositions se déduisent de la formule 

D = A„ ; „[n,n] - A„ )Tl _i[n,n- 1] + A ni „_ 2 [n-,^ - 2] - ... 

qui se tire immédiatement des équations (16), où l'on a fait 

m\ = uii . . . = m n = 0. 

Différentiant la valeur de D, en observant que le coefficient A nn n'entre que dans 

i • i r i dD 

le premier terme, sans entrer dans [n, n\, on trouve — = [n,n\, et cela est [JMPA 1837:346] 

vrai pour tout déterminant symétrique ou non symétrique. Par un déplacement 
de séries horizontales, et d'un même nombre de séries verticales, on trouve sans 

changement de signe, — = [g, g], en amenant le terme A gg à la dernière 



place de la dernière horizontale. 
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dB 

Pour un déterminant non symétrique on trouve — — = — [n,n — 1J, 

et plus généralement — — = ( — l) l+9 [i, g], au moyen de déplacements de sé- 

i,g 
ries qui amèneraient Aj j9 à la place qu'occupait A„„_i, c'est-à-dire à l'avant- 

dernière de la dernière horizontale. 

Si le déterminant appartient à un système symétrique, comme on a A„ ; „_i = 
An-i.n, en difFérentiant D, il faudra avoir égard au coefficient A n _ ln contenu 
dans les déterminants partiels [n, n — 1], [n, n — 2] etc. Or, le même calcul, qui 
a fait tirer la valeur de D du système (17), fera tirer semblablement 

du système (18). 

„ , d[n,i] \ n il 

On aura donc — = , , et par suite 

dk n ,n-i L«-i.«J' 

dT) dB 



dA- nn _i dA n _i n 

r i i a { n,n— 11 , [ n,n— 2] . [n,n— 3 

= -\n,n- 1] - A n , n _![ n _ lin j +A„,„_ 2 [ n _ lin J + A„,„_ 3 [„_ 1; „ 

r i i a fn,n— Il . [n,n- Il . [n,n-l 

= -[».»- !] " A «-1.«U-1,„J + A "^"[n-2,nJ +A ™-3,«[„_3,n 

= — [n,n — 1] — [n,n— 1] = — 2[n, n — 1], 

en remarquant que l'on a A„ iCt = A Q „ et , ' , = ' \, puisque le système est 
symétrique. 

Plus généralement, par un déplacement de séries horizontales et de séries 

verticales, on trouvera — ; = (— l) l+9 \i, a], comme il est dit dans l'énoncé. 

dA hg v ; l ' yj ' 

V. Dans tout déterminant nul, mais non symétrique, on a 
dD \ ( dD \ dD dD 



/ au \ / au \ 
\dAi. ) \dA oA ) 



/7A r/A ■ ' 

et dans tout déterminant à la fois nul et symétrique, on trouve [JMPA 1837:347] 

dD \2 , dB dB 



{£:) 



4- 



dAi g / ClAgg ClA^i 

Ces équations ne sont que la traduction de celles de la proposition II. 

Les équations (19), (20) et (21) vont servir à simplifier la résolution des 
équations (15). 

III. 

Développement de la solution des équations (15). 
Calcul de l'équation en u. 
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L'équation en u n'est autre que le déterminant du système 



Ai,i 

Al.2 



u, Ai ;2 , 
A 2 ,2 - u, 



Al,3, 
A 2 ,3, 

A3,n; 



•Ai, n , 

■ A 2 .„, 



Ai,„ A 2! „ 

On la représentera donc par 

(22) U = dét.[A 1;1 - u, A 2i2 -u.. . A njTl - u] = 0. 
Ainsi, pour n = 2, on aura 

(23) U=(Ai,i-u)(A 2 ,2-u)-A? i2 . 
Pour n = 3, on aura 

(24) U=(Ai i i-«)(A2,2-«)(A 3i3 -u) 

-A|3(Ai )1 -u)-A?3(A2,2-w)-A? 2 (A 3) 3-u)+2Ai ) 2Ai i 3A2 



0. 



Pour n = A, on aura 



(25) U=(Ai,i-«)(A2,2-u)(A3, 3 



Al 4 (Ai,i 
A 2 



2,4(^-1,1 



A2, 3 (Ai,i 

A 2 , 4 (A2,2 



W)(A 2 ,2 
«)(A 3 ,3 
W)(A 4 ,4 
«)(A 3 ,3 



u) 
u) 
u) 
u) 



- w)(A4.4 — u) 

2A 2 , 3 A 2 ,4A 3i 4(Ai i i 
2Ai i3 Ai i 4A 3i 4(A 2i 2 
2A li2 A li 4A2 i 4(A 3i 3 
2Ai i2 Ai i 3A2,3(A 4 ,4 



u) 
u) 
u) 
u) 



A 2 i3 (A 2 , 2 -u)(A 4! 4 
A 2 , 2 (A 3 ,3-w)(A 4 , 4 -w 
2Ai i2 A 3i4 Ai ;3 A 2; 4 + Af ;4 A 
2Ai i2 A 3i 4Ai !4 A 2! 3 + Af ;3 A^ 4 
2Ai i3 A 2 ,4Ai !4 A 2!3 + A? ]2 A^ 4 



2 
2.3 



0. 



A ces exemples particuliers qui suffiront pour les applications, on peut joindre 
les remarques générales qui suivent. 

Première remarque. Quel que soit le nombre ri des inconnues de la fonction 
à transformer, si les coefficients Ai.„, A 2j „. . .A„_i.„, et par conséquent A„i, 
A„ 2 . . ., A„ >n _i sont nuls, le déterminant, pour le cas de n inconnues, se trouvera, 
en multipliant par A nj „ — u, le déterminant trouvé pour le cas de n — 1. Cela 
suit de la valeur de D donnée plus haut. 

Deuxième remarque. Le nombre n étant quelconque, si le déterminant ne 
renferme que des coefficients à indices égaux, ou dont un des indices soit n, tels 



[JMPA 1837:348] 
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sont A a , a et A Q „, l'équation en n sera 



(26) 


(Ai,i - u)(A 2)2 -u) ... (A n ,„ - m) 




- Af n (A 2 ,2 - m)(A 3>3 -u) ... (A n _i ; „_i - u) 




- A| ) „(Ai il - «)(A 3 , 3 -u)... (A n _i, n _i - u) 




- A£_! n (Ai,i - u)(A 2 ,2 - m) • • • (A„_ 2 ,„_2 - 



le premier terme contenant les n facteurs Ai,i — u, A2, 2 — u. . . A„,„ — u, et les 
autres, qui sont négatifs, ne contenant que n — 2 de ces coefficients. Ainsi, par 
exemple, pour le terme où entre A^ n , les deux facteurs à omettre sont A Q , Q — u, 
A,j in — u indiqués par les indices de A a _ n . 

Réalité des racines de l'équation en u. 

I. L'équation U = a ses racines réelles pour n = 2. En effet, on a dans ce 
cas 

M = A lfl + A a , 2 ± l^ (All _ A22)2 + ^2^ 

valeurs réelles. 

IL Quel que soit n, si les nombres ou coefficients A Q ,^ ont tous deux indices 
égaux, ou dont l'un soit n, l'équation en u aura toutes ses racines réelles. [JMPA 1837:349] 

En effet, dans ce cas, l'équation en n est celle notée (26). Si l'on suppose que 
Ai,i, A 22 - • -, A„,„ soient rangés par ordre de grandeur, de sorte que l'on ait 

oo > Ai,! > A 2 ,2 > • • • > A„,„ > -oo, 

et que dans cette équation (26) on fasse successivement 

u = OO, Ai,!, A 2 ,2- •• A„_i,„_i, A„, n , -oo. 
U prendra les signes + — + — + +, 

ou bien — — + + — +, 

selon que n sera pair ou impair. Ainsi, dans tous les cas, les n racines sont réelles, 
puisqu'il y a n changements de signe. 

Si plusieurs des nombres Ai,i, A2,2-..A n ,„ étaient égaux, si l'on avait, par 
exemple, Ai.i = A 2 ,2, l'équation (26) prendrait le facteur Ai,i — u, d'où la racine 
u = Ai,i. Ce facteur supprimé, on trouverait une équation semblable du (n— l) e 
degré, dont l'on prouverait de même que les n — 1 racines sont toutes réelles. 

Si les coefficients Ai,i, A 2 .2- • -, A„.„ n'étaient pas rangés par ordre de gran- 
deur, il suffirait d'un déplacement de termes pour retomber dans ce cas. Ainsi 
la démonstration est générale. 

III. Quels que soient les coefficients A a , / g, si l'équation en m a toutes ses 
racines réelles pour n = m — 1, elle les aura aussi toutes réelles pour n = m. 
Ceci étant démontré, comme dans tous les cas les racines sont réelles pour n = 2, 
elles le seront encore toutes pour n = 3, n = 4, et en général pour n quelconque. 
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En ne considérant que les m — 1 inconnues x\, x 2 . . . , % m -\ qui entrent dans 
la fonction homogène du second degré, qui, en outre, contient x m , on pourra, 
d'après, l'hypothèse, faire disparaître les rectangles des m — 1 inconnues x\, 
X2- ■ ■ , x m -i, c'est-à-dire avoir une transformée où tous les coefficients seront 
nuls, à l'exception de ceux qui auraient des indices égaux, ou dont l'un des indices 
serait m. Or, d'après la proposition précédente, par une nouvelle transformation, 
celle-ci conduit à une équation en u, dont toutes les racines sont réelles. Il reste 
donc à montrer que les deux transformations pourraient être remplacées par 
une seule, qui conduirait par conséquent à une équation en u ayant toutes ses [JMPA 1837:350] 
racines réelles. Or, si la première substitution est exprimée par les équations 

%i = ai, i2/i + ai,2î/2 + • ■ • + ai >n y n , x 2 = o 2 ,iyi + etc., 

et si la deuxième substitution est exprimée semblablcment par les équations de 
même forme 

2/1 = &l,lZl + h,2Z2 + ■ • • + bl t nZ n , 2/2 = &2,l2l + • ■ • etc., 

l'élimination de y\, 2/2- • -, 2/n donnera 

X\ = C\ t \Z\ + C\^Z 2 + . . . + C\ t nZ n , %2 = C 2 ,l^l + • • • etc., 

où l'on aura en général 

Ci,a = Oi,l6l, a + ai^b 2 ,a + ■ ■ ■ + 0>i,nb n ,cf 

Or les coefficients ainsi formés satisfont, comme on le vérifie très facilement 
aux relations (10), (11), (13) et (14), ce qui d'ailleurs est une suite des deux 
équations 

x\ + x\ + . . . + x 2 n = y\ + yl + . . . + yl, y{+ . . . + y 2 n = z{ + z\ + . . . + z 2 n 



qui entraînent la suivante 



X „ — 2^i -\- Zn -(-... -\- Z n . 



Ainsi les deux substitutions sont remplacées par une seule qui fait disparaître 
tous les rectangles et qui conduit à une équation du n e degré en u, dont toutes 
les racines sont réelles. Cette démonstration n'est que le développement de celle 
que M. Poisson a donnée dans son mémoire sur le Mouvement d'un Corps solide, 
pour le cas de trois variables 2 . 

Racines égales. 

Quand l'équation en u, U = 0, a des racines égales, ou satisfaisant à l'équa- 

• dV ..,..„ d\J , 

tion — — = 0, ces racines satisfont aussi à 1 équation — = 0, quels que soient 

du dA a _p 

les indices a et /3 égaux ou non. 
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(27) 



En raison de la forme de l'équation en u, on a [JMPA 1837:351] 

d\J dU d\J dU 



du dAi i dA2 2 dA r 



Élevant au carré les deux membres de cette équation, les doublant et les simpli- 
fiant au moyen de l'équation (21), on aura 



<*> <%)'-<&)'+<£;)'+■■■ + <£;)' 



<dV\ 2 _/ dU \ 2 / dU \ 2 / dU \ 2 
vdAi^/ VdA 22 / '" WA n) „ 
dU \ 2 / dU \ 2 / dU \ 2 



dAi i2 / \dAi >3 / '" vrfA Q]/3 

Pour le cas des racines égales, le premier membre devenant nul, il en sera de 
même du second, et par conséquent de chaque terme en particulier, puisque les 
racines sont toutes réelles. 

Calcul des coefficients a\\, ai, 2- ■ ■> a n.n de la substitution (3). 

Pour trouver les coefficients de la substitution (3), il suffit de remarquer que 
l'on a, en employant les notations de l'article II, 

(29) ^a =( _ 1) n+fcK_fc]_ 

a n , a [n,n\ 

Alors, au moyen de l'équation 

a l,a + a 2,a + • • • a n,a = 1) 

on trouvera, en mettant pour [n,i] 2 sa valeur [n, n][i,i], 
2 [n,n] 



(30) a 



n.a 



[l,l] + [2,2] 



il suffira pour cela de supprimer le facteur [n, n] commun aux deux termes de 
la fonction. Par suite on aura 

(6Ï) 0fc '°-[l ) l] + [2 > 2] + ... + [n,n]- 

Enfin, au moyen des équations (19), (20) et (27), les équations (29) et (31) 
deviendront 

,„„>. ak,a 1 dU dU 



(33) 



[JMPA 1837:352] 

dU dU 



k,a 



dAfet du ' 



2 Voyez aussi le mémoire de M. Jacobi, déjà cité. 
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où il faudra changer u en Ua. 

La remarque faite sur les racines égales montre que a\ peut se présenter 

sous la forme -, mais non sous la forme — . 


Dans la formule (33), quand on a mis dans — , pour n sa valeur particulière 

du 
d\J 
U Q , on peut encore remplacer — par le produit 

du 

±(U a - Ui)(U Q - U 2 ) . . . (U Q - U a _!)(U Q - U a+ i) . . . (U Q - U„), 

selon que n est pair ou impair, pourvu cependant que toutes les racines soient 

inégales. Cela suit de ce qu'en posant U = (u — Ui)(u — U2) • • • {u — U„), il en 

résulte 

rfU U U U 



du u — Ui u — U2 u — U„ 

Si dans cette équation l'on fait, par exemple, u = Ui, le premier terme se réduit 
à (Ui — U2)(Ui — U3) . . . (Ui — U n ), et tous les autres disparaissent à cause du 
facteur nul Ui — Ui. On en dira autant pour les autres substitutions u = U2, 
u = U3. . .u = U a . . .u = U„. Cette transformation pourra, dans certains cas, 
faciliter la discussion en déterminant le signe du dénominateur. 

Résumé de la solution. 

La transformation de la fonction (1) en la fonction (7), par le moyen de la 
substitution (3), est renfermée uniquement dans les formules (22), (32) et (33). 

L'équation (22) fait connaître les coefficients Ui, U2. • .U n de la transformée 
(7) par le moyen de la résolution d'une équation du n e degré. 

L'équation (33) fait connaître la valeur absolue des n 2 coefficients de la sub- 
stitution (3), par l'extraction de la racine carrée du quotient de deux coefficients 
différentiels du premier membre U de l'équation (22). [JMPA 1837:353] 

Comme ces coefficients peuvent être pris soit avec le signe +, soit avec le 
signe —, l'équation (32) donne le moyen de combiner convenablement les signes 
en montrant que les termes de la série 

^l,a? ^2, a? ^3, a ■ • ■ Qn,a 

ont les mêmes signes que ceux de la série 

rfU rfU rfU dU 



dAi >n ' dA 2 , n ' dA 3 , n ' ' ' dA nj „ ' 

où l'on doit faire u = U a . On pourrait encore prendre tous les signes opposés. 
Cela tient au signe que l'on donne à a n>a . 

IV. 

Autre transformation de l'équation homogène du second degré à n inconnues. 
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La transformation précédente est fondée sur la relation x\ + x\ + . . . + x n = 
Vi + y\ + ■ ■ • + y ni s i l' on P ren d une autre équation de condition, la solution 
du problème aura besoin de modification. Il est une autre transformation aussi 
utile que la précédente, c'est celle fondée sur la relation 

x\ + x\ + . . . + x 2 n _ x -x 2 n = y 2 + y 2 + ...+ y\_ x - y 2 n 

Il serait long et d'ailleurs inutile de recommencer le calcul, il suffira d'indiquer 
ici les changements à faire dans une partie des équations des articles I et III. 

Les équations de (1) à (8) inclusivement n'éprouvent aucun changement. 

Dans l'équation (9), il faut changer le signe du dernier terme de chaque 
membre, changement qui entraîne tous les suivants. 

Dans les n — 1 premières équations (10) il faudra changer le signe du dernier 
terme du premier membre, et dans la n e qui répond à a = n, il faudra changer 
le signe du dernier terme du premier membre et de plus le signe du second 
membre. [JMPA 1837:354] 

Dans toutes les équations (11) le dernier terme changera de signe. 

Dans les équations (12) les derniers termes des seconds membres changeront 
de signe, et il en sera de même du premier membre de la n e . 

Dans les équations (13) les signes des derniers termes des premiers membres 
changeront : de plus dans la n e équation il faudra changer le signe du deuxième 
membre. 

Dans les équations (14), les derniers termes changeront de signe. 

Dans les équations (15) il faudra changer A n .„ — U Q en A„.„ + U Q . De plus 
si a = n, il faudra dans toutes changer U„ en — U n . D'ailleurs dans la dernière 
équation (15) il faudra toujours changer le signe du dernier terme du premier 
membre, et changer celui du second membre, seulement pour a = n. 

Les équations de (16) à (21) ou de l'article II ne changent point. 

Dans les équations de (22) à (26), il faut seulement changer A nn — u en 
A,j in + u, et d'ailleurs changer le signe de la racine U„. 

Dans l'équation (27) il faut changer le signe du dernier terme — . 

Dans l'équation (28) il faudra dans le second membre prendre négativement 

les termes tels que 



Ce qui a été démontré pour la réalité des racines et sur leur égalité n'a plus 
lieu ici même pour le cas de deux inconnues. 

Dans l'équation (29) il n'y a rien à changer dans l'équation (30), et dans la 
(31 ) e il faudra changer le signe de [ n, n] au dénominateur et aussi au numérateur 
pour a = n. 

Dans l'équation (32) il n'y a rien à changer : dans la (33) e , il faudra pour le 
cas de a = n, changer le signe du second membre, et de plus remplacer U„ par 

-u„. 

Enfin si l'on pose 

X\ = X n COS#i, X2 = X„COS^2i ■ • -X n -i = x n cos6 n -i, 
2/1 = 2/„COS0i, î/2 = y n COS(f>2, ■ ■ .y n -l = J/nCOS0 n _i, 
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et d'ailleurs, 



cos 9\ + cos 02 + ■ ■ ■ + cos #„_i = 1, 



il en résultera [JMPA 1837:355] 

cos 0i + cos (f>2 + • • ■ + cos (f> n -i = 1; 

et l'on transformera la fonction 

Ai^i cos Q\ + 2Ai ; 2 cos d\ cos #2 + • • • + 2Ai in _i cos 9\ cos B n -\ + 2Ai„ cos #1 
+ A 2i 2Cos 2 # 2 + + 2A 2in _icos6>2Cos#„_i + 2A 2 ,„cosé'2 

+ A„_i,„_icos #„_i + 2A„_i,„cos# n _i 



en 



ou 



Ui cos 2 (f>i + U 2 cos 2 <t> 2 + • • • + U n _i cos 2 n _i - U„, 



(Ui - U„) cos 2 <f>i + (U 2 - U„) cos 2 (p 2 + ■ ■ ■+ (U„_i - U„) cos 2 0„_i, 
au dénominateur près, par le moyen de la substitution 

ai ,1 cos </>i + ojo cos 02 + • • • + Oi,„_i cos 0„_i + a» „ 



COS 9; 



a„,i cos 0i + o„,2 cos 02 + ... + o„,„_i cos 0„_i + a„,„ 



où il faut donner à i toutes les valeurs 1, 2, 3. . .n. 

Il serait inutile d'entrer dans de plus longs détails sur cette seconde trans- 
formation. L'application qui en sera faite plus loin, éclaircira ce qui peut rester 
d'obscur dans les indications précédentes. 
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SECONDE PARTIE. 



[JMPA 1837:356] 



APPLICATIONS. 



I. 

Exemple de la première transformation. Détermination des axes principaux de 

rotation. 

Les équations du mouvement d'un corps solide contiennent les neuf intégrales 
définies suivantes : fxdm, fydm, Jzdm ; fxydm, Jxzdm, fyzdm ; fx 2 dm, fy 2 dm, 
Jz 2 dm étendues à toute la masse du corps dont l'élément est dm, et qui est 
rapporté à trois axes de coordonnées rectangulaires x, y, z. 

Il importerait donc de simplifier les équations différentielles du mouvement 
par un changement d'axes et d'origine qui fît disparaître un certain nombre de 
ces intégrales, quand bien même les nouveaux axes ne devraient pas jouir de 
propriétés mécaniques remarquables. 

Les trois premières intégrales disparaissent quand on met l'origine au centre 
de gravité du corps. Les trois suivantes peuvent aussi disparaître, quelle que 
soit l'origine ; il suffit pour cela de choisir convenablement la direction de trois 
nouveaux axes rectangulaires de même origine. 

Pour démontrer cette proposition en faisant usage des formules de la première 
partie, on remplacera x, y, z, par x\, X2, x 3 et l'on supposera que pour les axes 
sur lesquels se comptent ces coordonnées, on ait trouvé 



Jxidm = Ai, 
\x\Xidm 



1-1,2, 



Jx 2 dm 
Jx 1x3dm 



A 2 ,2, /x§dm = A 3 , 3 , 
Ai, 3, Jx 2 x 3 dm = A 2 , 3 



afin de trouver de nouveaux axes de coordonnées rectangulaires de même origine 

et pour lesquels on ait [JMPA 1837:357] 

fy 2 dm = U 1 , Jyldm = \J 2 , Jy^dm = U 3 , 
fyiy 2 dm = 0, Jyiy 3 dm = 0, §yiy 3 dm = 0, 

on posera les équations 



Xi = ai, 12/1 + ai, 22/2 + 01,32/3, 
X2 = a 2 ,i2/i + a 2 ,22/2 + a 2 ,3î/3, 
X3 = a 3 ,i2/i + a 3 , 2 2/2 + a 3t3 y 3 , 

qui, en supposant la relation 



Z , Z Z 1 z 

c 2 + x 3 = 2/1 + y 2 



yl 
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donneront les équations 

2/1 = ai, 1^1 + a2,i^2 + 03,1X3, 
2/2 = 01,2X1 + 02,22:2 + 03,2X3, 
2/3 = «1,3X1 + 02,32:2 + 03,3X3. 

Les neuf coefficients aiiai 2 ■ ■ ■ 033 représentant les cosinus des angles que les 
axes des deux systèmes font entre eux. Ainsi 02,3 est le cosinus de l'angle que 
l'axe des x 2 fait avec l'axe des 2/3 ; le premier indice se rapportant aux x et le 
second aux y. 

Si l'on calcule Jy^dm et que l'on évite les transpositions de facteurs et par 
suite les réductions, on trouvera 

jyldm = Ui = ai,i(Ai,iai,i + Ai, 2 a 2 ,i + Ai, 3 a 3 ,i) 
+ a2 ( i(A 2l ioi,i + A 2 ,20 2 ,i + A 2 , 303,1) 
+ 03,i(A 3i ioi 1 i + A 3i2 a2,i + A 3 , 3 a3,i) 

ou A 2 ,i représente Jx2Xidm, comme Ai, 2 représente \x\x 2 dm : ainsi A2.1 = Ai, 2 . 
Cette valeur de Ui est précisément celle trouvée dans la première partie pour 
Bi,i. On trouvera pareillement que U2 et U3 reviennent à B 2]2 et 63,3. 

Si l'on calcule Jyiy 2 dm avec la même attention d'éviter les transpositions de 
facteurs, on obtiendra 

fyiy 2 dm = oi,i(Ai,iai, 2 + Ai i2 a 2 , 2 + Ai i3 o 3 , 2 ) 

+ a2,l(A 2> iOi,2 + A 2 , 2 a2,2 + A 2 , 3 a 3 , 2 ) 

+ 03,i(A 3 ,iai,2 + A 3 , 2 a 2 , 2 + A 3!3 a 3]2 ). 

De même encore, on aurait [JMPA 1837:358] 

Jy 2 yidm = a lt2 (A 1A a 1A + A li2 a 2 ,i + Ai )3 o 3i i) 
+ a2,2(A 2 ,iai,i + A 2 , 2 a 2 ,i + A 2)3 o 3 ,i) 
+ 03,2(A 3 ,iai,i + A 3: 2a 2 ,i + A 3;3 o 3 ,i). 

Ces deux quantités ne sont autres que celles représentées par Bi,2 et B2.1 dans la 
première partie ; on reconnaît facilement leur égalité. Le problème de déterminer 
les axes principaux, ou des axes pour lesquels on ait 

fyiy 2 dm = 0, fy^dm = 0, fy 2 y 3 dm = 0, 

dépendra donc des équations 



■1,1 = Ui, 


Bi, 2 = 0, 


Bi, 3 = 0, 


2,1 = 0, 


B 2 ,2 = U2, 


B 2 , 3 = 0, 


■3,1 = 0, 


B 3 , 2 = 0, 


B3,3 = U3 
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Ce problème est donc analytiquement le même que celui de faire disparaître les 
rectangles de la fonction 

A lfl x\ + 2k x ^\Xi + 2A li3 a;ia;3 
+ A 2; 2a;2 + 2A 2 , 3X2X3 
+ A 3 ^x 2 3 . 

L'équation qui détermine Ui = Jj/^rfm, U2 = Jy2dm, U3 = Jy^dm sera donc 
U = (Ai )1 -u)(A 2i 2-w)(A3 i 3-u)-A| 3 (A li i-w)-A? i 3(A2,2-M)-Af i2 (A3 ) 3- 
u) + 2A 12 A 13 A 3 2 = 0, et les neuf cosinus qui déterminent la position des axes 
principaux seront donnés, tant pour la valeur absolue que pour les signes, par 
les deux équations 



a 



dXJ ^ dU a Ka _! dU rfU 



2 

k,a - Jl, ' j„, ! — 2 



dA k , k du a 3]Q 2 dA fej3 dA 



:>,.:>, 



Si l'on effectue les différentiations indiquées et, qu'en supposant les racines 

dXJ 
inégales on remplace —— par un produit de différences des racines Ui, U2, U 3 , 
du 



'1.1 



*2,1 



*3,1 



(A 2 ,2 - U; 


L)(A 3 ,3- 


Ui)- 


A 2 

A 2,3 


(Ai 


(Ui- 

,1-U; 


-U 2 )(Ui 

L)(A 3 ,3- 


-u 3 ) 

Ui)- 


A 2 

A l,3 


(Ai 


(Ui- 

,1-U; 


-U 2 )(Ui 
l)(A 2 ,2- 


-u 3 ) 

Ui)- 


A 2 

A l,2 



(Ui-U 2 )(Ui-U 3 ) 



Pour avoir les valeurs de a 2 2 , a 2 2j a 3 3j il faudra au numérateur changer Ui en 
U2 et prendre pour dénominateur le produit (U2 — Ui), (U 2 — U3). 

Pour avoir les valeurs de a 2 3 , a| 3 , a§ 3 , il faudra au numérateur changer Ui 
en U 3 et prendre le produit (U 3 — Ui)(U 3 — U 2 ) pour dénominateur. 

Quant aux signes, on prendra ceux des coefficients différentiels 

d\J d\J d\J 



dA h 3 dA 2 , 3 ' dA 3)3 ' 

où il faudra faire u = Ui pour ai,i, 02,1, «3,1 ; u = U2 pour 01^, 02, 2i «3,3 ; et 
m = U 3 , pour 01,3, «2,3, »3,3- 

La discussion des formules précédentes ne présente aucune difficulté, elle a été 
trop souvent présentée pour qu'il soit nécessaire de la mettre ici. La conséquence 
qu'on en tire, c'est qu'en général il n'y a qu'un système d'axes principaux et qu'il 
y en a toujours un. Cependant pour le cas de deux racines égales (pour l'équation 
en u), il y a une infinité de systèmes ayant un axe commun, et enfin pour le 
cas des trois racines égales, tous les systèmes d'axes rectangulaires passant par 
l'origine donnée sont des axes principaux. 
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[JMPA 1837:359] 



Il suffira d'ajouter ici que les formules précédentes ne diffèrent de celle du 
§ II du mémoire de M. Poisson sur le mouvement d'un corps solide, que par 
un facteur supprimé aux deux termes des fractions qui représentent les neuf 
cosinus, qui fixent la position des axes principaux. 

II. 
Exemple de la seconde transformation. 

Problème. Trouver l'attraction qu'exercerait une planète sur un point ma- 
tériel, si la masse de cette planète était distribuée sur les parties de son orbite, 
en raison du temps qu 'elle met à les parcourir ? 

Ce problème sera traité ici fort succinctement, mais il serait très facile de 
déduire de la solution les diverses formules que M. Gauss a exposées dans le 
mémoire où il s'occupe de la présente question. (Determinatio attractionis, etc. 



■) 



2^2 



a e 



de sorte 



Solution. Soit a le grand axe de l'orbite, b le petit, et a 2 — b 2 
que e soit l'excentricité, si l'on représente par 9 l'anomalie excentrique, par T 

2n 
le temps de la révolution, et par — - la vitesse moyenne angulaire de la planète, 

on aura ndt = (1 — ecos9)d9. La masse de la planète étant prise pour unité, 

la partie de cette masse qui serait distribuée sur le petit arc parcouru pendant 

l'instant dt sera 

dt ndt (l — e cos 9)d9 

T ~ nT ~ 2tt ' 

Si l'on prend le grand axe de l'ellipse pour axe des x, le petit axe pour celui 
des y, et la perpendiculaire menée par le centre au plan de l'orbite pour l'axe 
des z, les coordonnées d'un point de l'ellipse seront x = a cos 9, y = bsin9. Par 
conséquent, si les coordonnées du point attiré sont A, B, C, la distance du point 
de l'ellipse dont les coordonnées sont a cos 9, bcosd, à ce point, sera donnée, 
en la représentant par r, par l'équation 

„2_/a „„„„a\2 , m î,,,;„m2 ,_ ç2 



[JMPA 1837:360] 



(A 



(B- bsint 



ou par 



a cos 9 + 2 x . cos 9 sin 9 - 2Aa cos 9 
+ b 2 sin 2 9 -2B6sin0 

+ A 2 + B 2 + C 2 . 



L'attraction de l'élément de l'orbite sur le point donné sera 
ses composantes parallèlement aux trois axes seront 

(A-acos0)(l -ecos9)d9 



(1 — ecos 



2irr 2 



et [JMPA 1837:361] 



X: 

Y: 
Z : 



2irr 3 
{B-bcos9){l-ecos9)d9 

27rr 3 
C(l -ecos9)d9 
2irr 3 
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• „ (l-ecos6)de .. . v dV ,, dV 

Si ion posait V = , il en résulterait A = — , Y = , 

2nr dA da 

Z = — , mais il vaut mieux traiter directement les quantités X, Y, Z. 

Pour faciliter l'intégration il faut simplifier le radical, par conséquent en 
vertu de la valeur précédente de r 2 , si l'on pose 

cos# = cos#i, sin# = cos(9 2 , Ai.i = a , Ai. 2 = 0, Ai. 3 = A3 : i = — Aa 
A 2 , 2 = 6 2 , A 2i3 = A 3 , 2 = -Bb, A 3 , 3 = A 2 + B 2 + C 2 

où aura à simplifier l'expression 

A11 cos Q\ + 2Ai ; 2 cos B\ cos #2 + 2A1.3 cos 9\ 
+ A 2 , 2 cos 2 6 2 + 2A 2 , 3 cos e 2 
+ A 3l3 , 

par le moyen de la substitution 

01 1 cos <pi + ai 2 cos </>2 + 01 3 



COS 61 
COS02 



03,1 cos 0i + a 3 , 2 cos 4> 2 + a 3i3 ' 
02,1 cos 0i + a 2 ,2 cos 4>2 + 02,3 



.2 



03,1 cos 0i + a 3 , 2 cos 02 + 03,3 ' 

où l'on posera pour abréger, 

v = a 3: icos0i + a 3i2 cos0 2 + 03,3. 

cette substitution réduira r 2 à la forme 

[(Ui - U 3 ) cos 2 0! + (U 2 - U 3 ) cos 2 2 ] : v 2 

Les quantités Ui, U 2 , U3 étant les racines de l'équation [JMPA 1837:362] 

U = (A M - w)(A 2i 2 - «)(A 3i3 + u) - A 2 3 (A M - u) - A 2 3 (A 2 , 2 - «) 

- A 2 2 (A 3i 3 + u) + 2Ai ;2 Ai >3 A 2> 3 = 0, 

qui revient à 

(a 2 - u){b 2 - u){A 2 + B 2 + C 2 + u) - B 2 b 2 {a 2 - u) - A 2 a 2 {b 2 - u) = U = 0, 

ou bien encore à 

M 3 +(A 2 + B 2 + c2 _ a 2_ 62)M 2 +[a262 _ a2(B2 + c2) _ 62(A2 + c 2 )]M + a 2 62c 2 = Q . 

sous cette forme on reconnaît une équation qui se présente dans le calcul de 
l'attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, au moyen du théorème de 
M. Ivory. 
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La première forme de l'équation en u, montre que les trois racines sont 
réelles ; en effet si l'on pose 

u = a 2 , b 2 , 0, — oo, 

Uprendra les signes .. . +, —, +, — . 

Il aura donc trois racines réelles et inégales, sauf certains cas, où quelques-uns 
des nombres a 2 , b 2 , deviendraient racines. Il pourrait alors y avoir deux racines 
égales à b 2 , ou deux racines égales à zéro. Le premier cas se présente pour B = 
et A 2 6 2 — a 2 e 2 C 2 = a 2 b 2 e 2 , c'est-à-dire pour une suite de points formant une 
hyperbole dont les sommets sont les foyers de l'ellipse et dont le second axe est 
égal au petit axe de l'ellipse. Pour ce cas (Ui — U3) cos 2 </>i + (U2 — U3) cos 2 <f>2 = 
Ui — U3, l'irrationalité disparaît et l'intégration ne présente aucune difficulté. 
Le second cas ne peut se présenter que quand le point attiré est sur l'ellipse : il 
doit par conséquent être mis de côté. 

Pour le cas général, ou des trois racines inégales, on prendra les deux racines 
positives pour Ui et U2, l'on supposera Ui > U2, la racine négative sera repré- 
sentée par U3. Au moyen des formules (32) et (33) modifiées convenablement, 
on déterminera les neuf coefficients de la substitution. Cela étant fait, soit en 
posant 

cos#i = cos(9, cos#2=sin(9, cos <f>i = cos <ft, cos 4>2 = sin </>, 

v = 03,1 cos0 + a 3 , 2 sin </> + a 3 , 3 , 

wcos 6 = aii cos 4> + 01,2 sin cf> + ai 3, 

vsin9 = 02,1 cos <p + ct2,2 sin0 + 02,3- 

Diffôrcntiant les deux dernières et éliminant dv il vient [JMPA 1837:363] 

vdO = [cos #(—02,1 sin <f> + 02,2 cos 4>) — sin 9{— a\ t i sin cf> + 0.1,2 cos </>)]d</>, 

multipliant par v et réduisant, on a 

v 2 dd=[(a 2 ,2ai,3-a 2 ,3ai t 2)cos(t)+(ai t ia2,3-ai i3 a2,i)sm(f)+(a ltl a2,2-a2.ia li 2)}d(f); 

mais ici l'on a 

2/i = ai.iZi + a 2 ,ix 2 - a 3A x 3 , 

2/2 = 01,2^1 + a 2 , 2 a;2 - 0-3,2X3, 

-2/3 = 0-1,3X1 + Û2,32;2 - »3,3a;3; 

tirant de là la valeur de X3 et la comparant à 

^3 = «3,12/1 + «3,22/2 + 03,32/3, 

on trouvera en écrivant, pour abréger, 

E = -03,1 (02,201,3 -02,301,2) -03,2(01,102,3 -02,101,3) + 03,3(01,102,2 -02,102,1), 
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l'équation 

Ex 3 = («2,201,3 - 02,301,2)2/1 + (01,102,3 - 01,301,1)2/2 + (01,102,2 - 02,101,2)2/3, 

et par suite 

Ea3,l = (a2,20l,3-02,30l,2),Ea3 i 2 = (oi i i02,3-Ol,3a2,l),Eo3 ) 3=(ai i ia2,2-02,lOi ) 2); 

par conséquent, 

v dO = E(a3,i cos<p + 03^ sin tp + a 3 ^)d(p, ou vd6 = Ed0. 

Quant à E, on vérifiera très facilement que sa valeur est +1 ou —1, c'est-à-dire 
que l'on a E 2 = 1 en vertu des relations qui existent entre les coefficients de la 
substitution. 

Les quantités A — a cos 6, B — b sin 6,1 — e cos 6, par la substitution des valeurs 
de cos 6 et sin 6 se réduisent à 

(L cos <p + M sin <f> + N) :v, (L/ cos <p + M' sin cp + N') :v, (L" cos cp + M" sin cp + N") :v; 

d'où il résulte [JMPA 1837:364] 

X = E(L cos cf> + M sin 4> + N)(L" cos cf> + M" sin 4> + N")d</> : 

2tt[(Ui - U 3 ) cos 2 <j> + (U 2 - U 3 ) sin 2 0] I , 
Y = E(L' cos 4> + M' sin </> + N')(L" cos </> + M" sin + N")d</> : idem, 

Z = CE(a 3 1 cos + a 3 2 sin cp + a3 i 3)(L"cos <p + M" sine/) + N")d0 : idem 

Si l'on observe que les intégrales 

cos <pd(j> f sin (p cos (pdcp 



/sin 0<i(/> /* 

2tt[(Ui - U s ) cos 2 6+CU0- Us) sin 2 <£1 § ' i 



27r[(Ui - U 3 ) cos 2 4> + (U 2 - U 3 ) sin 2 </>] 2 7 idem ' J ^em 

sont nulles quand on les prend depuis cp = 0, jusqu'à cp = 360°, ce qu'il faut 
faire ici ; il suffira dans les numérateurs de X, Y et Z de conserver les termes 
renfermant cos 2 (p, sin <p et ceux indépendants de <p. Si donc l'on pose 

f 2 * COS 2 (f>d(j) 



27r[(Ui-U 3 )cos 2 (/»+(U2-U3)sin 2 ^]ï 

2fr sin 2 4>d<j> 

/o 2tt[(Ui - U 3 ) cos 2 <p + (U 2 - U 3 ) sin 2 0] f ' 
on aura entre les mêmes limites 

E Ax = (LL" + NN")P + (MM" + NN")Q, 

E / Y = (L'L" + N'N")P + (M'M" + N'N")Q, 

E /" Z = (03.1L" + a 3 , 3 N")CP + (a 3 , 2 M" + a 3 , 3 N")CQ. 
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Quant aux intégrales P et Q, elles se ramènent, ainsi qu'il suit, aux fonctions 
elliptiques. 

La quantité (Ui — U3) cos 2 <j> + (U2 — U3) sin (j) peut s'écrire (Ui — U3) — 

(Ui — U2) sin <fi; si l'on pose Ui — U3 = m 2 , — — = c 2 , l'on aura 

Ui — U 3 

1 f cos 2 (f)d(j) 1 f sin <f>d<f> 



2irm s J (l - c 2 sin 2 <j))ï ' 27rm 3 J (1 - c 2 sin 2 0) i 

or l'intégration par parties donne 

sin (f>d<j> sin <f> cos <f> f cos 2 <j>d<j> 



\/l - c 2 sin 2 4> \/l - c 2 sin 2 4> J (1 - c 2 sin 2 </>) 2 

cos 2 <f>d(j) sin cos 2 /" sin </>d</> 



yï - c 2 sin 2 <p yï - c 2 sin 2 V (1 - c 2 sin 2 0)a 

Si l'on représente les premiers membres de ces équations par Pi et Q 1; on trou- [JMPA 1837:365] 
vera d'abord 

Pi + Qi = /" , d t 2l = F M), 

J yl-r sin 



puis 

c 2 sin </>d</> /* d(/> 



y 1 — c 2 sin (/> J y 1 — c 2 sin 1 
de là résulte 



d<^l - c 2 sin 2 </> = F(c, 0) - E(c, 0); 



f sm 2 édé 1 , ,. 1 , „ 

Pl = / /1 ^ = ^ F(C ' 0) " ^ E(C ' 0) ' 

J y 1 — cr sin e c 

^ /" cos 2 </>d<à 1 _, , , / 1 — c 2 \ , 

et par conséquent 

2c 2 7rm 3 P = c 2 / COs20d t 3 = F(c, 0) - E(c, 0) 4 



( 1 - c 2 sin 2 0) 2 y/\ - c ? sin 2 (/ 



^ 2 — 1 



2c 2 7rm 3 Q = c 2 / ""/."" 3 = 7^^E(c, 0) - F(c, 0) 
(l-C 2 Sin>)5 1-c 2 



c sin (f> cos 



(1 — c 2 )y 1 — c 2 sin" 



yi — v~ )\ ± — c - sir " 

on aura donc entre les limites et 360° 

„2,_3t 



c 2 7rm d P = 2 [F(c) - E(c)] , 

c 2 7rm 3 Q = 2[ r ^- ï E(c)-F(c)], 



.l-c : 
conformément à la notation des fonctions elliptiques 
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Recherches sur les moyens de reconnaître si un Problème de 
Géométrie peut se résoudre avec la règle et le compas ; 

Par M. L. WANTZEL, 

Elève-Ingénieur des Ponts-et-Chaussées. 



[JMPA 1837:366] 



I. 

Supposons qu'un problème de Géométrie puisse être résolu par des inter- 
sections de lignes droites et de circonférences de cercle : si l'on joint les points 
ainsi obtenus avec les centres des cercles et avec les points qui déterminent les 
droites on formera un enchaînement de triangles rectilignes dont les éléments 
pourront être calculés par les formules de la Trigonométrie ; d'ailleurs ces for- 
mules sont des équations algébriques qui ne renferment les côtés et les lignes 
trigonométriques des angles qu'au premier et au second degré ; ainsi l'inconnue 
principale du problème s'obtiendra par la résolution d'une série d'équations du 
second degré dont les coefficients seront fonctions rationnelles des données de 
la question et des racines des équations précédentes. D'après cela, pour recon- 
naître si la construction d'un problème de Géométrie peut s'effectuer avec la 
règle et le compas, il faut chercher s'il est possible de faire dépendre les racines 
de l'équation à laquelle il conduit de celles d'un système d'équations du second 
degré composées comme on vient de l'indiquer. Nous traiterons seulement ici le 
cas où l'équation du problème est algébrique. 



II. 



Considérons la suite d'équations : 



(A) 



Zi+Azi+B = 0, x%+A 1 x 2 +B 1 



. . . a;„_ 1 +A„_ 2 a;n-i+B„_2 = 0, 



•E-n'^-n— \X n \^n— 1 — U, 



dans lesquelles A et B représentent des fonctions rationnelles des quantités don- 
nées p, q, r. . . ; Ai et Bi des fonctions rationnelles de x\, p, q,. . . ; et, en général, 



A, m et B„, des fonctions rationnelles de 



'mi tJJ m- 



.x 1 , p, q. 



Toute fonction rationnelle de x m telle que A m ou B m , prend la forme 

^m — l%m i -L*m— 1 



E„ 



-\Xj] 



si l'on élimine les puissances de x m supérieures à la première au moyen de [JMPA 1837:367] 
l'équation x 2 m + k m - X x m + B m _i = 0, en désignant par C m _i, D m _i, E m _i, 
F m _i, des fonctions rationnelles de x m _i,. . .Xi, p, q. . . ; elle se ramènera ensuite 

: m + H / m _ 1 en multipliant les deux termes de ' 



à la forme Al 



par 



-E, 



L (A r 



-t-'m— l%m ~r~ -T rn—1 
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Multiplions l'une par l'autre les deux valeurs que prend le premier membre 
de la dernière des équations (A) lorsqu'on met successivement à la place de 
X n -i dans A„_i et B„_i les deux racines de l'équation précédente : nous au- 
rons un polynôme du quatrième degré en x n dont les coefficients s'exprimeront 
en fonction rationnelle de x n ^ 2 . • - x \, P, <?,- • • ! remplaçons de même successive- 
ment dans ce polynôme x n _ 2 par les deux racines de l'équation correspondante, 
nous obtiendrons deux résultats dont le produit sera un polynôme en x n de de- 
gré 2 3 , à coefficient rationnel par rapport à £ n _3. . .X\, p, q. . . ; et, en continuant 
de la même manière, nous arriverons à un polynôme en x n de degré 2™ dont les 
coefficients seront des fonctions rationnelles de p, q, r. . .. Ce polynôme égalé à 
zéro donnera l'équation finale f(x n ) = ou f(x) = 0, qui renferme toutes les 
solutions de la question. On peut toujours supposer qu'avant de faire le calcul on 
a réduit les équations (A) au plus petit nombre possible. Alors une quelconque 
d'entre elles x^ n+1 +A m a; m+ i + B m = 0, ne peut pas être satisfaite par une fonc- 
tion rationnelle des quantités données et des racines des équations précédentes. 
Car, s'il en était ainsi, le résultat de la substitution serait une fonction ration- 
nelle de x m ,. . .x\, p, q. . . qu'on peut mettre sous la forme A' m _ 1 x m + B^ n _ 1 
et l'on aurait A' m _ 1 x m + B^ n _ 1 = 0; on tirerait de cette relation une valeur 
rationnelle de x m qui substituée dans l'équation du second degré en x m condui- 
rait à un résultat de la forme A' m _ 2 Xm-i + B^_ 2 = 0- En continuant ainsi, on 
arriverait à A' ' X\ + B' = 0, c'est-à-dire que l'équation x\ + Ax\ + B = aurait 
pour racines des fonctions rationnelles de p, q. . . ; le système des équations (A) 
pourrait donc être remplacé par deux systèmes de n — 1 équations du second 
degré, indépendants l'un de l'autre, ce qui est contre la supposition. Si l'une des 
relations intermédiaires A' Tn _ 2 x m -\ + B^_ 2 = 0; P ar exemple, était satisfaite 
identiquement, les deux racines de l'équation x 2 m _ 1 + A m _\X m + B m _! = 
seraient des fonctions rationnelles de x m _\. . .X\, pour toutes les valeurs que 
peuvent prendre ces quantités, en sorte qu'on pourrait supprimer l'équation en 
x m et remplacer la racine successivement par ses deux valeurs dans les équa- 
tions suivantes, ce qui ramènerait encore le système des équations (A) à deux [JMPA 1837:368] 
systèmes de n — 1 équations. 

III. 

Cela posé, V équation du degré 2™ , f(x) = 0, qui donne toutes les solutions 
d'un problème susceptible d'Être résolu au moyen de n équations du second de- 
gré, est nécessairement irréductible, c'est-à-dire qu'elle ne peut avoir de racines 
communes avec une équation de degré moindre dont les coefficients soient des 
fonctions rationnelles des données p, q. . .. 

En effet, supposons qu'une équation F(:r) = 0, à coefficients rationnels soit 
satisfaite par une racine de l'équation x 2 n + A n _\X n + B„_i = 0, en attribuant 
certaines valeurs convenables aux quantités x n -\, £„_2- • -X\. La fonction ration- 
nelle ¥{x n ) d'une racine de cette dernière équation peut se ramener à la forme 
A' n _ l x n + B^_ 1; en désignant toujours par A' n _ l et B^^ des fonctions ration- 
nelles de X n -\. . .Xi, p, q. . . ; de même A / n _ 1 et ft' n _\ peuvent prendre l'un et 
l'autre la forme A / n _ 2 x n -i+& n _ 2 , et ainsi de suite ; on arrivera ainsi à A^Xn+B^ 
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où A[ et B'j peuvent être mis sous la forme A'a;i + B' dans laquelle A' et B' 

représentent des fonctions rationnelles des données p, q. . .. Puisque F(x n ) = 

pour une des valeurs de x n , on aura A / n _ 1 x n +W n _ 1 = 0, et il faudra que A / n _ l et 

T5' n _i soient nuls séparément, sans quoi l'équation a;^+A„_ix„+B„_i = serait 

B n _^ 
satisfaite pour la valeur —-j-, qui est une fonction rationnelle de x n —\,. . .X\, 

p, q. . ., ce qui est impossible ; de même, A' n _ 1 et B^_ 1 étant nuls, A' n _ 2 i et B^_2 
le seront aussi et ainsi de suite jusqu'à A' et B' qui seront nuls identiquement, 
puisqu'ils ne renferment que des quantités données. Mais alors A' 1; et B^, qui 
prennent également la forme A 1 X\ + B' quand on met pour x, chacune des ra- 
cines de l'équation x\ + Ax\ + B = 0, s'annuleront pour ces deux valeurs de X\ ; 
pareillement, les coefficients A' 2 et B 2 peuvent être mis sous la forme A']X2 + B^ 
en prenant pour x 2 l'une ou l'autre des racines de l'équation a^ + Aïa^ + Bi = 0, 
correspondantes à chacune des valeurs de X\, et par conséquent ils s'annullcront 
pour les quatre valeurs de X2 et pour les deux valeurs de x\ qui résultent de la 
combinaison des deux premières équations (A). On démontrera de même que 
A3 et B 3 seront nuls en mettant pour X3 les 2 3 valeurs tirées des trois premières 
équations (A) conjointement avec les valeurs correspondantes de Xi et x\ ; et [JMPA 1837:369] 
continuant de cette manière on conclura que F(x n ) s'annulera pour les 2" va- 
leurs de x n auxquelles conduit le système de toutes les équations (A) ou pour les 
2" racines de f(x) = 0. Ainsi une équation F(a;) = à coefficients rationnels ne 
peut admettre une racine de f(x) = sans les admettre toutes ; donc l'équation 
f(x) = est irréductible. 

IV. 

Il résulte immédiatement du théorème précédent que tout problème qui 
conduit à une équation irréductible dont le degré n'est pas une puissance de 
2, ne peut être résolu avec la ligne droite et le cercle. Ainsi la duplication du 
cube, qui dépend de l'équation x 3, — 2a 3 = toujours irréductible, ne peut être 
obtenue par la Géométrie élémentaire. Le problème des deux moyennes propor- 
tionnelles, qui conduit à l'équation x 3 — a 2 b = est dans le même cas toutes les 
fois que le rapport de 6 à a n'est pas un cube. La trisection de l'angle dépend 
de l'équation x 3 — |x + \a = ; cette équation est irréductible si elle n'a pas 
de racine qui soit une fonction rationnelle de a et c'est ce qui arrive tant que a 
reste algébrique ; ainsi le problème ne peut être résolu en général avec la règle 
et le compas. Il nous semble qu'il n'avait pas encore été démontré rigoureuse- 
ment que ces problèmes, si célèbres chez les anciens, ne fussent pas susceptibles 
d'une solution par les constructions géométriques auxquelles ils s'attachaient 
particulièrement . 

La division de la circonférence en parties égales peut toujours se ramener 
à la résolution de l'équation x m — 1 = 0, dans laquelle m est un nombre pre- 
mier ou une puissance d'un nombre premier. Lorsque m est premier, l'équation 

x m - 1 

= du degré m — 1 est irréductible, comme M. Gauss l'a fait voir 

x — 1 
dans ses Disquisitiones arithmeticœ, section VII ; ainsi la division ne peut être 

effectuée par des constructions géométriques que si m — 1 = 2™. Quand m est 
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de la forme a a , on peut prouver, en modifiant légèrement la démonstration de 
M. Gauss que l'équation de degré (a— l)a Q_1 , obtenue en égalant à zéro le quo- 
tient de x a — 1 par x a — 1, est irréductible ; il faudrait donc que (a — l)a a ~ 1 
fût de la forme 2™ en même temps que a — 1, ce qui est impossible à moins que 
a = 2. Ainsi, la division de la circonférence en N parties ne peut être effectuée 
avec la règle et le compas que si les facteurs premiers de N différents de 2 sont 
de la forme 2™ + 1 et s'ils entrent seulement à la première puissance dans ce 
nombre. Ce principe est annoncé par M. Gauss à la fin de son ouvrage, mais il 
n'en a pas donné la démonstration. 

Si l'on pose x = k + A' "VV + A" m va"+ etc. m', m" . . . étant des puissances 
de 2, et k, A', A". . .a', a". . . des nombres commensurables, la valeur de x se 
construira par la ligne droite et le cercle, en sorte que x ne peut être racine 
d'une équation irréductible d'un degré m qui ne soit pas une puissance de 2. 
Par exemple, on ne peut avoir, x = A a/Ô, si ( r ^fa) p est irrationnel pour p < m ; 
on démontrerait facilement que x ne peut prendre cette valeur lors même que 
m serait une puissance de 2. Nous retrouvons ainsi plusieurs cas particuliers des 
théorèmes sur les nombres incommensurables que nous avons établis ailleurs 1 . 



[JMPA 1837:370] 



V. 

Supposons qu'un problème ait conduit à une équation de degré 2™, F(x) = 
et qu'on se soit assuré que cette équation est irréductible ; il s'agit de reconnaître 
si la solution peut s'obtenir au moyen d'une série d'équations du second degré. 

Reprenons les équations (A) : 



(A) 



Acc!+B = 0, x\ + k x x 2 

l + A„_ 2 ^n-l + B„_ 2 = 0, 



Bi = 0. 



■^■n— l%n \ &n- 



o. 



Il faudra construire l'équation f(x) = 0, à coefficients rationnels, qui donne 
toutes les valeurs de x n et l'identifier avec l'équation donnée F(x) = 0. Pour faire 
ce calcul on remarque que A n _i et B„„i se ramènent à la forme a„_ix n _ 1 + a^_ 1 
et 6„_ix„_i + b' n _i en sorte que l'élimination de x n -\ entre les deux dernières 
équations (A) se fait immédiatement, ce qui donne une équation du quatrième 



// 



par a n 
K 



1 •? ; 



-,'" 



a n-l> ' 
m "n-1 P ar KÏ-l x n-2 + 

b' n _ 2 puis on éliminera x r 

A„_ 3 x n _ 2 + 

•'n-li 



n-1 P ar 

K-i et 
_2 entre 

B„_3 = 



degré en i„; on y remplacera ensuite a 
a™_ 1 a; n _2 + <_ 1; 6 n _i par 6^_ 1 a; n _2 + K'- 

A„_2, B„_ 2 P ar a n-2 x n-2 + a n -2i b n -2 x n-2 + 

l'équation du 4 e degré déjà obtenue et l'équation x^_ 2 

0; et ainsi de suite. Les derniers termes des séries o n _i, a' n _ l , a'^ i _ l . . ., b n -i, 
b' n _ 1 . . ., etc., doivent être des fonctions rationnelles des coefficients de F(x) = ; 
si l'on peut leur assigner des valeurs rationnelles qui satisfassent aux équations 
de condition obtenues en identifiant, on reproduira les équations (A) dont le 
système équivaut à l'équation F(x) = ; si les conditions ne peuvent être vérifiées 
en donnant des valeurs rationnelles aux indéterminées introduites, le problème 
ne peut être ramené au second degré. 



1 Journal de l'Ecole Polytechnique, Cahier XXVI. 



[JMPA 1837:371] 
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On peut simplifier ce procédé, en supposant que les racines de chacune des 
équations (A) donnent le dernier terme de la suivante ; ainsi, l'on peut prendre 
B„_i pour l'inconnue de l'avant-dernière équation, puisque B„_i = o„_io:„_i + 

b' n _ 1 d'où X n -i = — ; de cette manière les éliminations se font plus 

071-1 

rapidement et l'on introduit quatre quantités indéterminées dans l'équation du 
quatrième degré qui résulte de la première élimination, huit dans l'équation du 
huitième degré, etc., en sorte que les conditions obtenues en identifiant, sont en 
même nombre que les quantités à déterminer. Mais on écarte aussi à l'avance 
le cas où l'une des quantités telle que 6„_i serait nulle, et il faut étudier ce cas 
séparément. 

Soit, par exemple, l'équation x* + px 2 + qx + r = 0. Prenons de suite les 
équations du second degré sous la forme x\ + Ax\ +B = 0, et x 2 + {ax\ +a')x + 
x\ = ; en éliminant X\ et identifiant, on aura, 

2a - Aa = 0, a' 2 - Aaa - A + a 2 B = p, 2aB - a' A = q, B = r, 

d'où 

B = r, a = ^— , a = %-,, A 3 + pA 2 - ArA + q 2 - Arp = 0. 

Ar - A 2 Ar - A 2 

Comme B, a et a' sont exprimés rationnellement au moyen de A, p, q, r, il faut 
et il suffit que l'équation du troisième degré en A ait pour racine une fonction 
rationnelle des données. La condition est toujours satisfaite quand q = 0, quels 
que soient p et r, car A = — p satisfait alors à la dernière équation. 

En prenant X\ pour dernier terme de la deuxième équation du second degré, 
on a exclu le cas où ce terme serait indépendant de la racine de la première 
équation; mais en le traitant directement, on ne trouve aucune solution de la 
question qui ne soit comprise dans les équations ci-dessus. 

Ainsi, par un calcul plus ou moins long, on pourra toujours s'assurer si un 
problème donné est susceptible d'être résolu au moyen d'une série d'équations du 
second degré, pourvu qu'on sache reconnaître si une équation peut être satisfaite 
par une fonction rationnelle des données, et si elle est irréductible. Une équation 
de degré n sera irréductible lorsqu'en cherchant les diviseurs de son premier 
membre de degrés 1, 2. . . — , on n'en trouve aucun dont les coefficients soient [JMPA 1837:372] 

fonctions rationnelles des quantités données. 

La question peut donc toujours être ramenée à rechercher si une équation 
algébrique F(x) = à une seule inconnue peut avoir pour racine une fonction 
de ce genre. Pour cela, il y a plusieurs cas à considérer. 1° Si les coefficients ne 
dépendent que de nombres donnés entiers ou fractionnaires, il suffira d'appli- 
quer la méthode des racines commensurables. 2° Il peut arriver que les données 
représentées par les lettres p, q, r soient susceptibles de prendre une infinité 
de valeurs, sans que la condition cesse d'être remplie, comme quand elles dé- 
signent plusieurs lignes prises arbitrairement ; alors, après avoir ramené l'équa- 
tion F (ce) = à une forme telle que ses coefficients soient des fractions entières 
de p, q, r. . ., et que celui du premier terme soit l'unité, on remplacera x par 
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o-mP m + a-m-\V m 1 + . • • + aoj et l'on égalera à zéro les coefficients des diffé- 
rentes puissances dans le résultat ; les équations obtenues en a m , a m „i. . . seront 
traitées comme l'équation en x, c'est-à-dire qu'on y remplacera ces quantités par 
des fonctions entières de q, et ainsi de suite jusqu'à ce qu'ayant épuisé toutes les 
lettres on soit arrivé à des équations numériques qui rentreront dans le premier 
cas. 3° Lorsque les données sont des nombres irrationnels, ils doivent être racines 
d'équations algébriques qu'on peut supposer irréductibles ; dans ce cas, si l'on 
remplace x par a m p m + . . . + Oo dans F(x) = 0, le premier membre de l'équation 
en p, ainsi obtenue, devra être divisible par celui de l'équation irréductible dont 
le nombre p est racine; en exprimant que cette division se fait exactement, on 
arrivera à des équations en a m , a m _i..., que l'on traitera comme l'équation 
F(a;) = 0, jusqu'à ce que l'on parvienne à des équations numériques. On doit 
remarquer que m peut toujours être pris inférieur au degré de l'équation qui 
donne p. 

Ces procédés sont d'une application pénible en général, mais on peut les 
simplifier et obtenir des résultats plus précis dans certains cas très étendus, que 
nous étudierons spécialement. 
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SOLUTION 

D'un problème de Probabilité ; 
Par M. POISSON. 



[JMPA 1837:373] 



Ayant été chargé, cette année, du cours de Calcul des Probabilités qui se fait 
à la Faculté des Sciences, j'ai donné, dans ce cours, les solutions de plusieurs 
problèmes, parmi lesquelles je citerai la suivante, à cause des résultats curieux, 
et que je ne crois pas connus, auxquels elle conduit. 

Trois joueurs A, B, C, jouent, deux à deux, une suite de coups ; chaque 
nouveau coup est joué par le joueur qui a gagné le coup précédent, avec celui 
qui n'y a pas joué : le sort désigne les deux joueurs qui jouent au premier coup. 
La partie est finie, quand un des trois joueurs a gagné consécutivement les deux 
autres, ou deux coups de suite ; et c'est ce joueur qui a gagné la partie. On 
demande de déterminer, pour les trois joueurs, les probabilités de gagner la 
partie, d'après les chances qu'ils ont de gagner à chaque coup, et selon que le 
sort les a désignés pour jouer ou pour ne pas jouer au premier coup. 

Lorsque A et B jouent l'un contre l'autre, je représente par 7 la chance de 
A pour gagner le coup et, conséquemment, par 1 — 7 celle de B. Lorsque ce sont 
C et A qui jouent ensemble, je représente de même par [3 la chance de C et par 
1 — (3 celle de A. Enfin, quand le coup se joue entre B et C, je désigne par a la 
chance de B et par 1 — a celle de C. 

Je suppose que le premier coup soit joué entre A et B, et gagné par A. Il est 
facile de voir que, n étant un nombre entier quelconque, et tant que la partie ne 
sera pas finie, tous les coups dont le rang est marqué par un nombre de la forme 
3n — 2, seront joués entre A et B, et gagnés par A ; tous ceux dont le rang est 
marque par un nombre de la forme 3n — 1, seront joués entre C et A, et gagnés 
par C ; et tous ceux dont le rang est marqué par un nombre de la forme 3n, 
seront joués entre B et C, et gagnés par B. 

J'appelle X3„_2 la probabilité que la partie ne sera pas encore terminée, 
au coup dont le rang est 3n — 2, et x' Zn _ 2 l a probabilité qu'elle se terminera 
précisément à ce coup. Je désigne de même par j/3„_i la probabilité que la partie 
ne se terminera pas dans les 3n — 1 premiers coups, et par J/ 3 „_ 1 la probabilité 
qu'elle finira au dernier de ces coups. Enfin, soient z^ n la probabilité que la 
partie ne sera pas terminée dans les 3n premiers coups, et z' Sn la probabilité 
qu'elle finira seulement au coup dont le rang est 3n. 

Ces diverses notations, les rangs des coups auxquels elles répondent, les 
joueurs qui jouent à chacun de ces coups, et leurs chances de gagner, seront 



[JMPA 1837:374] 
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faciles à se représenter par ce tableau : 



3n-2, 




3n — 1, 




3n, 


2^3n-2, 




î/3n-l, 




^3n> 


X in-2i 

Aet B, 




Cet A, 




z 3n> 

Bet C, 


7et 1 — 


7, 


/?et 1- 


A 


aet 1 — a 



Les valeurs des quantités a, f3, 7, sont données, et peuvent s'étendre depuis 
zéro jusqu'à l'unité. Elles seront toutes trois égales à j, lorsque les trois joueurs 
seront d'égale force. Elles pourront être toutes trois plus grandes que ^ : ce cas 
aura lieu, quand A jouant contre B sera le plus fort ; que C jouant contre A 
sera aussi le plus fort ; que B jouant contre C sera encore le plus fort, ce qui 
n'est point incompatible avec les deux premières suppositions. Concevons, par 
exemple, que l'on ait trois urnes A', B', C, contenant des boules blanches et des 
boules noires, et dont chacune renferme plus de boules de la première couleur 
que de la seconde. Supposons aussi que le jeu entre A et B, consiste à tirer une 
boule de C, et que A gagne, si cette boule est blanche ; qu'ensuite, le jeu entre [JMPA 1837:375] 
C et A consiste à tirer une boule de B', et que la chance favorable à C soit 
l'arrivée d'une boule blanche ; et qu'enfin, le jeu entre B et C soit de tirer une 
boule de A', qui fera gagner B, quand elle sera blanche : dans ce cas, on aura 

1 a l l 

l>- r /?>2, a>-. 

Il pourra arriver que l'unité ou zéro soit la valeur de l'une de ces quantités a, 
j3, 7, de deux d'entre elles, ou de toutes trois : le cas de 7 = 1, /? = 1, a = 1, 
par exemple, sera celui où A sera certain de gagner B, C de gagner A, et B de 
gagner C. 

Cela posé, pour que la partie ne soit pas finie, au coup dont le rang est 3n+ 1 
ou 3(n+ 1) — 2, joué entre A et B, il faut, et il suffit 1°. qu'elle ne le soit pas au 
coup précédent, joué entre B et C, et gagné par B ; 2°. que le coup dont le rang 
est 3n + 1 soit gagné par A. La probabilité x 3n +i de la partie non terminée à 
ce coup, sera donc le produit de la probabilité 7 qu'il sera gagné par A, et de 
la probabilité z 3n que la partie ne sera pas finie au coup dont le rang est 3ro, de 
sorte que l'on aura 

XZn+l = 7Z 3n . 

On trouvera de même 

x 3n+l = (1 - 7)^3n! 

car pour que la partie finisse précisément au coup dont le rang est 3n + 1, il 
faudra et il suffira qu'elle ne soit pas terminée au coup précédent, et que le 
joueur B qui aura gagné celui-ci et dont 1 — 7 est la chance de gagner A au coup 
dont le rang est 3n+ 1, gagne effectivement ce second coup. Par un raisonnement 
semblable, appliqué successivement aux coups dont les rangs sont 3n et 3n — 1, 
on obtiendra ces deux autres couples d'équations 

Z3n = ay3n-1, 4n = ( l ~ a ) V3n-1 , 

y 3n -l = (3x3n~2, Vzn-l = i l ~ P)x 3 n-2, 
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qui se déduisent d'ailleurs du couple précédent, par de simples changements de 
lettres. 

On tire de ces équations 

X3n+lZ3ny3n-l = uf3"/Z 3n y 3n -iX 3n ^ 2 ; 

et en faisant, pour abréger, 



il en résulte 



a/37 = k, 



X3n+1 = kx 3n ^ 2 ; 



équation aux différences finies, dont l'intégrale se trouve en y mettant successi- 
vement 1, 2, 3,. . .n — 1, à la place de n, multipliant membre à membre les n — 1 
équations qui s'obtiendront de cette manière, et réduisant ; ce qui donne 



x 3n-2 — k X\. 



[JMPA 1837:376] 



Le facteur x\ est la constante arbitraire; au premier coup, ou quand n = 1, il 
est certain que la partie n'est pas terminée; on a donc £3.1-2 = £i = 1 ; et de 
là, et des équations précédentes, on conclut ces valeurs 



y'i, 



x 3n -2 = k r ' 

: (1 - P)k n - 



-?>n 



V3n-1 
= (1" 



= 0k n ~ 
a)/3k v 



Z-M, 



b 3n+l 



af3k n -\ 
= (1 - 7 )/3aF 



Ces résultats se vérifieront facilement dans les cas extrêmes où l'une des 
quantités a, /3, 7, sera zéro ou l'unité. Si, par exemple, elles sont toutes trois 
l'unité, les trois probabilités y 3n _i, z 3n , x 3n+1 , seront nulles, et il sera certain 
que la partie ne finira jamais, ce qui est évident. Si l'une des fractions a, (3, 7, 
est zéro, on aura aussi k = ; ces trois probabilités seront donc nulles, excepté 
pour n = 1 ; par conséquent, la partie ne pourra finir qu'au second coup, ou au 
troisième, ou au quatrième ; les probabilités respectives de ces trois événements, 
seront 

y' 2 = l-l3, z' 3 = (l-a)j3, 4 = (l- 7 )/3a; 

et comme leur somme est l'unité, à cause de a/37 = 0) il s'ensuit que la partie 
finira certainement à l'un de ces trois coups. Dans le cas dea= |, /3 = i, 7 = i, 
où les trois joueurs sont d'égale force, on a k = (|) 3 . Quel que soit le nombre 
entier m, la probabilité que la partie ne sera pas terminée dans les m premiers 
coups, devient donc (■^) m ~ 1 , d'après les trois premières équations précédentes; 
et la probabilité qu'elle finira précisément au m' mne coup, devient aussi (2)" 1 _1 , 
d'après les trois dernières. 

Dans le cas général, où a, /3, 7, sont des fractions quelconques, si l'on repré- 
sente par q 3 „-i, la probabilité que la partie finira à l'un des n coups dont les 
rangs répondent aux nombres 2, 5, 8, 11,. . .3ra— 1 ; par r 3n , la probabilité qu'elle 
se terminera à l'un des n coups dont les rangs répondront à 3, 6, 9, 12,. . .3n; 



[JMPA 1837:377] 
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par P3n+i la probabilité qu'elle se terminera à l'un des n coups dont les nombres 
4, 7, 10, 13,. . .3n + 1, marquent les rangs, on aura 

qsn-i = y' 2 + y' 5 + v's, + v'n + • • • + vL-n 

r 3n = z' 3 + z' 6 + z' g + z' 12 + ... + 4„, 

P3n+1 = x i + X 7 + X W + X 13 + • ■ • + x 3n+l> 

et d'après les formules précédentes, on en conclura 

(i-0)(i-k n ) 



<?3n-l ~ 




1- k 


) 




0(1- 


-a)(l- 


■fc") 


T Zn 




1 -fc 


' 




a/3(l 


"7)(1 


- fc") 



Si nous appelons s n la probabilité que la partie finira dans les 3n premiers 
coups, à partir du second inclusivement, nous aurons 

Sn = <?3n-l + r 3n + P3„+i; 

et à cause de 

1 - + 0(1 - a) + a/3(l - 7) = 1 - a0j = 1 - k, 

il en résultera en sorte que cette probabilité sera la même, quels que soient les [JMPA 1837:378] 

deux joueurs qui joueront le premier coup, et quel que soit aussi, le joueur qui le 

gagnera. Il n'en sera pas de même à l'égard des probabilités que la partie finira 

dans les 3n - 1 ou dans les 3n + 1 premiers coups, non compris le premier de 

tous ; probabilités qui se déduiront de s n , en en retranchant la valeur de x' 3n+l 

ou en y ajoutant celle de y 3n+ 2- Si l'on exclut le cas où les trois quantités a, 0, 

7, sont l'unité, et où l'on a k = 1, on voit que la probabilité que la partie ne se 

prolongera pas au-delà d'un nombre de coups donnés, approchera indéfiniment 

de l'unité à mesure que ce nombre deviendra plus grand, mais qu'elle ne se 

changerait dans la certitude que si ce nombre devenait infini. Dans le cas des 

joueurs d'égale force, en désignant par m un nombre entier quelconque et par t m 

la probabilité que la partie finira dans les m premiers coups à partir du second 

inclusivement, on aura 

•1- 



de sorte qu'il suffira, par exemple, qu'on ait m = 10, pour que la probabilité 
1 — t m de l'événement contraire, tombe au-dessous d'un millième. 

Maintenant soient a, b, c, les probabilités que la partie prolongée à l'infini, 
s'il le faut sera gagnée respectivement par A, B, C. Pour que A gagne il est 
nécessaire et il suffit que la partie se termine à un coup dont le rang est marqué 
par un nombre de la forme 3n — 1 ; la valeur de a se déduira donc de celle de 
<73„_i en y faisant n = oo ; ce qui donne 

1-0 
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en excluant le cas où l'on a k = 1, et où la partie ne finit jamais. On verra de 
même que b et c sont les valeurs de P3 n +i et r^n qui répondent à n = oo ; en 
sorte que l'on a 

ogO-T) /3(1 - a) 

l-k 1-fc 

Comme il est certain que la partie sera gagnée par un des trois joueurs, on devra [JMPA 1837:379] 
avoir 

a + b + c = 1; 

ce qui a lieu effectivement. 

Chacune de ces fractions a, b, c, multipliée par V enjeu, ou la somme des 
trois mises, sera l'espérance mathématique de l'un des joueurs ; lequel aura de 
l'avantage ou du désavantage, selon que ce produit sera plus grand ou plus petit 
que sa mise. A une époque quelconque du jeu, où la partie n'est pas finie, et 
où A vient de gagner B ; si les joueurs conviennent de ne point achever, l'enjeu 
devra être partagé entre A, B, C, proportionnellement aux fractions a, b, c. 

Il résulte de leurs expressions, que dans le cas même des joueurs d'égale 
force, la chance de gagner la partie est inégale pour les joueurs qui jouent les 
premiers, et pour celui qui n'entre au jeu qu'au second coup. En effet, en faisant 



on aura 



4 
Après le premier coup, le joueur qui l'a gagné a donc droit à — de l'enjeu, celui 

1 . . 2 

qui l'a perdu n'a droit qu'à -, et celui qui n'a pas joué a droit à - ; mais avant 

que ce coup ne soit joué, les deux joueurs que le sort a désigné pour le jouer, ont 
une égale chance de le gagner ; leur probabilité de gagner la partie est donc alors 

-(a + b), ou — , c'est-à-dire qu'elle surpasse de — la chance -, ou — du joueur 

qui n'entre qu'au second coup. Si la mise de chaque joueur est représentée par 
[X, et que l'on convienne de ne pas jouer la partie, après que le sort a désigné 

les deux joueurs qui devaient la commencer, chacun de ceux-ci devra prendre 

15 12 

— de /i, sur l'enjeu égal à 3/z, et le troisième joueur — de [i seulement ; ou 

autrement dit, les trois joueurs ayant retiré leurs mises, le troisième devra, en [JMPA 1837:380] 

outre, donner — de /i à chacun des deux premiers. 

En général, avant que le sort ait désigné les deux joueurs qui doivent jouer 
le premier coup, les probabilités de gagner la partie seront différentes de a, b, c; 
pour les trois joueurs A, B, C, je les représenterai respectivement par f, g, h; 
chacune d'elles dépendra des trois chances données a, (3, 7 ; et il suffira de déter- 
miner la valeur de / en fonction de a, (3, 7 : les valeurs de g et h s'obtiendront 
de la même manière, ou se déduiront de / par de simples permutations. 
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2' " = 


2' 


7 = 


-, k = 

2' 


8 


4 
a=- r 


b = 


1 
7' 


2 
C ~ 7' 





Il pourra arriver que le premier coup soit joué par A et B, par C et A, 
par B et C. Ces trois combinaisons étant également probables, la probabilité 

de chacune d'elles sera égale à - ; de plus, dans la première combinaison, la 

probabilité que le premier coup sera gagné par A aura 7 pour valeur, et par B, 
elle sera 1 — 7 ; dans la seconde, la probabilité que C gagnera le premier coup 
sera /?, et la probabilité qu'il sera gagné par A aura 1 — (3 pour valeur ; dans la 
dernière, il y aura la probabilité a que le premier coup sera gagné par B, et la 
probabilité 1 — a qu'il le sera par C : chacune de ces trois combinaisons donnant 
lieu à deux cas différents, il y aura donc six cas possibles, dont les probabilités 
respectives seront 

-7, -(1-7), ~P, "(1-/9), -a, -(1-a). 
3 '' 3 V ,; ' 3 P ' 3 V ' h 3 3 V ; 

Or, il s'agira de déterminer successivement, dans chacun de ces six cas, la pro- 
babilité que A gagnera la partie ; en multipliant ensuite chaque probabilité par 
celle du cas à laquelle elle répond, et faisant la somme des six produits, on aura 
la valeur complète de /. 

Dans le premier cas, où le coup est joué par A et B, et gagné par A, la 
probabilité que A gagnera la partie sera la valeur précédente de a ; le premier 

terme de la valeur de f sera donc -7a, ou 
j 3 ; , 

7(1-/3) 
3(1 -k)' 

Dans le second cas, où c'est A jouant contre B, qui perd le premier coup, la [JMPA 1837:381] 
probabilité que A gagnera la partie sera la valeur précédente de b, dans laquelle 
on devra changer 7 en 1 — 7, f3 en 1 — a, a en 1 — (3 ; en multipliant le résultat 

par -(1 — 7), on aura donc 

fc'7 
3(1 -k'Y 
pour le second terme de /, où l'on a fait, pour abréger, 

(l- a )(l-/3)(l- 7 ) = fc'. 

Dans le troisième cas, où le premier coup sera joué par C et A, et gagné par 
C, la probabilité de A pour gagner la partie sera ce que devient l'expression de 
b, relative au joueur qui perd le premier coup, lorsqu'on y change 7 en (3, (3 en 

a, a en 7 ; en multipliant ensuite par -(3, il en résultera 

k{l-f3) 
3(1 -k)' 

pour le troisième terme de /. 

Dans le quatrième cas, où le premier coup est gagné par A jouant contre 
C, la probabilité que A gagnera la partie sera l'expression de a, dans laquelle il 
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faudra changer 7 en 1 — (3, (3 en 1 — 7, a en 1 — a : en multipliant le résultat 
par -(1 — /?), on aura ensuite 

7(1-/3) 
3(1 -k')' 

pour le quatrième terme de /. 

Dans le cinquième cas, où le premier coup est joué par B et C, et gagné par 
B, la probabilité que A gagnera la partie sera ce que devient l'expression de c, 
relative au joueur qui ne joue pas à ce premier coup, quand on y change 7 en 

a, (3 en 7, aen/3; en multipliant le résultant par -a, il vient 

«7(1 ~ 0) 
3(1 -k) ' 

pour le cinquième terme de /. [JMPA 1837:382] 

Enfin, dans le sixième et dernier cas, où le premier coup est gagné par C 
jouant contre B, la probabilité que A gagnera la partie se déduira encore de 
l'expression de c, mais en changeant 7 en 1 — a, j3 en 1 — (3, a en 1 — 7 ; ce qui, 
après avoir multiplié par ,(1 — a), donne 

7(1-^(1-/3) 
3(1- k') ' 

pour le dernier terme de /. 

Si l'on fait actuellement la somme de ces six valeurs partielles de /, on aura, 
pour sa valeur complète, 

7(l-/3)(l + q + a/3) 7 fc' + 7(1 - g) + 7(1 - a){\ - g) 
1 3(1 -k) 3(1 -k') 

La raison des diverses permutations des lettres a, (3, 7, que nous venons 
d'indiquer, est facile à saisir en jetant les yeux sur le tableau présenté plus haut. 
On verra de même que pour déduire de l'expression de /, celle de g, il suffira 
de changer 7 en a, (3 en 7, a en (3, dans / ; et pour obtenir ensuite la valeur de 
A, il faudra répéter encore cette permutation tournante dans la valeur de g, ou 
bien changer tout de suite 7 en (3, (3 en a, a en 7, dans la valeur de /. De cette 
manière, nous aurons 

= a (l- 7 )(l + /3 + /3 7 ) 
9 3(1 - A) 

/?(1-q-)(1 + 7 + 7oQ 

3(1 -k) ' 3(1 -k') 

Quand les joueurs sont d'égale force, ou qu'on a a = (3 = 7 = i, ces 
trois probabilités /, g, h, doivent être égales entre elles et à ^ ; ce qu'on vérifie 
aisément. Quelles que soient les chances a, (3, 7, il faut qu'on ait 

f + g + h=l, 
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ak' + a(l - 


-7)+a(l- 


-/?)(!- 


-7) 


f3k' + /3(l- 


3(1 -k') 
-a) + P(l- 


-7)(1" 


-a) 



puisqu'il est certain que la partie sera gagnée par l'un des trois joueurs, en 
excluant, toutefois, le cas où l'on aurait k = 1, et où elle ne finirait pas. C'est 
aussi ce qu'il est aisé de vérifier, en ayant égard à ce que k et k' représentent. 

Si les deux joueurs B et C sont d'égale force, soit lorsqu'ils jouent l'un contre 
l'autre, soit quand ils jouent contre A, il faudra faire 



[JMPA 1837:383] 



= 1-7; 



la quantité 7 pourra encore être une fraction quelconque ; elle exprimera la 
chance de A, de gagner chacun des coups où il jouera ; et A sera plus fort ou 
plus faible que chacun des deux autres joueurs, selon qu'on aura 7 > 1 ou 7 < |. 
Pour ces valeurs de a et /?, on aura, comme cela doit être, 

g = h= l -(i-f); 

et la valeur de / se réduira à 



/ 



g 7 2 _ 2 7 3 

3(2 - 7 + 7 2 )' 



Si la mise est la même pour chacun des trois joueurs, et qu'on la représente par 
H, l'enjeu sera 3/z, et l'espérance mathématique de A aura 3/// pour valeur. Elle 
serait 2fj,j, si A jouait toujours à mise égale, mais en un seul coup, et contre 
un seul des deux autres joueurs ; dans le cas des mises égales, le joueur A de 
force inégale, doit donc préférer de jouer au jeu que nous considérons, contre les 
joueurs B et C de forces égales, ou bien il doit choisir de jouer une partie simple, 
contre B ou C, selon que la différence 3/i/ — 2/17 est positive ou négative. Or, 
d'après la valeur précédente de /, on a 



3fif - 2^7 



2/i 7 (2-7)(2 7 -l) i 

2-7 + 72 



quantité positive ou négative, selon que 7 surpasse 1 ou est moindre. Il s'ensuit 
donc que le joueur A, s'il est le plus fort, ou si 7 surpasse 1, augmentera encore 
son avantage, en choisissant la première manière de jouer, et que s'il est le plus 
faible, ou si l'on a 7 < g , il diminuera son désavantage, en choisissant la seconde. 

Lorsque les joueurs, au lieu de mettre, une fois pour toutes, une somme au 
jeu, conviennent d'y mettre une somme fj, à chaque fois qu'ils y entrent, de 
sorte que l'enjeu croisse continuellement avec le nombre des coups, l'espérance 
mathématique de chacun d'eux ne sera plus la même que précédemment, et à 
force égale, par exemple, l'avantage qui était tout à l'heure pour les joueurs 
qui jouent le premier coup, sera maintenant pour celui qui n'entre qu'au second 
coup. 

Afin de calculer commodément l'espérance mathématique de chaque joueur, 
il faudra la diviser en deux parties : l'une positive, et provenant des sommes que 
le joueur pourra recevoir aux différents coups qui seront joués ; l'autre négative, 



[JMPA 1837:384] 
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et provenant des sommes qu'il pourra payer. Pour le joueur A qui gagne le pre- 
mier coup, je désignerai par a! la première partie, par a, la seconde, abstraction 
faite du signe, et par <j) l'excès de celle-là sur celle-ci. Je représenterai les quan- 
tités analogues par b', b,, tp, pour le joueur B qui perd le premier coup, et par 
c', c,, 6, pour le joueur C qui n'entre qu'au second coup. De cette manière, on 
aura 

cf> = a — a,, V = b — b, , 9 = c' — c,. 

Au m 1 ™ coup, si la partie n'est pas finie auparavant, l'enjeu sera égal à (m+l)/i. 
Or, d'après ce qu'on a vu précédemment, les probabilités que la partie sera finie, 
et gagnée alors par A, au second coup, au cinquième, au huitième, au onzième, 
etc., seront 

(1-/3), (l-p)k, (l-/3)fc 2 , (l-/3)fc 3 , etc.; 

les gains attachés aux arrivées de ces événements étant donc 

3/x, 6/j, 9/i, 12/i, etc., 

il suit de la règle de l'espérance mathématique, que la valeur complète de a' 
sera la somme de ces deux séries multipliées terme à terme et prolongées jusqu'à 
l'infini ; ce qui donne 

a' = 3/i(l -/?)EO; i_1 ; 

la somme £ s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier i, depuis i = 1 
jusqu'à i = oo. Mais on a 

et en différentiant par rapport à k, il vient [JMPA 1837:385] 

T.ik 1 - 1 - ' 



par conséquent, on aura 



{1-k) 2 ' 
3/i(l - P) 



{l-k) 2 ' 

Pour A et B, il y a la certitude de jouer au premier coup, et pour C, au 
second. Pour A, les probabilités de rentrer ensuite au jeu, au quatrième coup, 
au septième, au dixième, au treizième, etc., ou, ce qui est la même chose, les 
probabilités que la partie ne sera pas terminée au troisième coup, au sixième, 
au neuvième, au douzième, etc., seront, comme on l'a trouvé plus haut, 

afî, apk, aPk , apk , etc.; 

la valeur complète de a, sera donc la somme de cette série infinie de fractions, 

multipliée par fi, et augmentée de fi pour la première mise de A ; en sorte que 

l'on aura 

jiaP 
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La probabilité que la partie se terminera au coup dont le rang est marqué 
par un nombre de la forme 3n + 1, auquel cas elle sera gagnée par B, étant 



a/3(l-7)fc"-\ 

et l'enjeu que B recevra alors, ayant 3n/i + 2/i pour valeur, on en conclut que la 
valeur complète de 6', sera 

b' = fj,a0(l - 7 )(3£nfc™- 1 + 2£fc™- 1 ); 

les sommes E s'étendant depuis n=l jusqu'à n = oo. Donc, en ayant égard aux 
valeurs de ces deux sommes, nous aurons 

3/m/?(l - 7) 2/^/3(1 - 7) 
(1-fc) 2 1-fc ' 

Par un raisonnement semblable, on trouvera de même [JMPA 1837:386] 

, 3/1/3(1 — a) /i/3(l — a) 
C = (1-fc) 2 + 1-fc ' 

On obtiendra aussi, sans difficulté, 

et de ces diverses valeurs, il résultera finalement 
3/i(l — (3) fia/3 

^ = 713^-^-1^ 

, _ 3/^/3(1 - 7) . 2/i«/3(l - 7) H0 

V ~ (1-fc) 2 + 1-fc M 1-fc' 

3/i/3(l — a) /•*/?( 1 — a) /ia/?7 

(1-fc) 2 + 1-fc M ~ T^fc' 

Puisque tout l'argent mis successivement au jeu pendant la durée de la partie, 
est retiré par le joueur qui l'a gagnée, il s'ensuit que la somme des espérances 
mathématiques des trois joueurs doit être nulle; et en effet, d'après ce que fc 
représente, on a identiquement 

<f> + ip + 6 = 0. 
En prenant - pour chacune des fractions a, f3, 7, et en faisant fc = -, on a 

33m r/ , = _™£ f e= ^ 

v 49 ' v 49 ' 49' 

pour les espérances mathématiques des trois joueurs supposés d'égale force. Cela 
signifie, par exemple, qu'avant qu'ils aient rien mis au jeu, et après que le premier 
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coup a été joué ; si l'on convenait de ne pas continuer la partie, le joueur qui a 

39 , • 33 , . . „ 

perdu ce premier coup devrait payer — de /x, savoir, — a celui qui la gagne, 

et — à celui qui n'a pas joué. Après que le sort a désigné les deux joueurs qui 

doivent jouer le premier coup, et avant que ce coup ne soit joué, chacun d'eux 
peut également le gagner ; l'espérance mathématique de chacun de ces joueurs 

1 33/i 1 39 fi 3 /" , ,. . ,, . , 

est donc - . . , ou , c cst-a-dirc, que si l'on convenait de ne [JMPA 1837:387] 

2 49 2 49 ' 49 ' ' H ' ' 

3 

pas jouer la partie, chacun d'eux devrait donner — de fi au troisième joueur, 

tandis que dans le cas que nous avons d'abord examiné, c'était ce premier joueur 

qui devait, au contraire, donner — de [i à chacun des deux premiers joueurs. 

Si la partie n'est pas terminée au m ieme coup, et que l'on convienne de ne pas 
la continuer, le joueur qui aura perdu ce coup devra, comme on vient de le 

33 , , . . „ 6 ... 

dire, payer — de fi a celui qui 1 aura gagne, et — au troisième joueur ; et de 

plus, l'enjeu qui avait lieu au coup précédent, et qui s'élevait à mfj,, devra être 

,14 2 
partagé entre ces trois joueurs, proportionnellement à leurs chances -, -, -, 

d'achever de gagner la partie ; en sorte qu'au m' erne coup, si l'on représente par 
<f>' l'espérance mathématique du joueur qui gagne ce coup, par ip' celle du joueur 
qui le perd, par 8' celle du joueur qui n'y joue pas, on aura 

,, (28m+33)/i ,, (7m -39)/i „. (14m + 6)/i 

m = , il) = , 8 = . 

Y 49 49 49 

Lorsque m surpassera cinq, la valeur de ip' sera positive, comme (j)' et 8' ; le 
joueur qui perdra le m wme coup n'aura rien à payer aux deux autres ; seulement 
il aura droit à une moindre part dans l'enjeu qui avait lieu au coup précédent : 
si, par exemple, on a m = 6, l'enjeu qui avait lieu au cinquième coup sera égal à 

6/j, ; sur quoi le joueur qui gagne le sixième coup devra prendre , celui qui 

, • , 3 M ■ ■ • 90/1 

le perd n aura droit qu a — , et le troisième loueur a . 

P H 49' J 49 
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MÉMOIRE 

Sur diverses manières de généraliser les propriétés des diamètres 
conjugués dans les sections coniques. — Nouveaux théorèmes de 
Perspective, pour la transformation des relations métriques des 
figures. — Principes de Géométrie plane analogues à ceux de la 
Perspective. — Manière de démontrer dans le cône oblique les pro- 
priétés des foyers des sections coniques ; 

Par M. CHASLES. 



[JMPA 1837:388] 



1. Les propriétés des sections coniques, et celles des surfaces du second de- 
gré, relatives aux diamètres conjugués, peuvent être généralisées sous plusieurs 
points de vue. Pour les surfaces, cette généralisation repose sur quelques prin- 
cipes de Géométrie qu'il nous faudrait exposer préalablement. Mais pour les 
coniques la question peut être traitée, en grande partie du moins, par les seules 
ressources de la Géométrie élémentaire. Nous allons donc nous occuper seule- 
ment, dans cet écrit, de la généralisation des propriétés des diamètres conjugués 
des coniques. 

2. Premier mode de généralisation. Soient sa, sb deux demi-diamètres conju- 
gués d'une conique c, on aura 



sb 



const . 



Concevons un cercle c' concentrique à la conique, et soient sa', sb' ses rayons 

dirigés suivant les demi-diamètres sa, sb ; on aura [JMPA 1837:389] 



sb 

W 



const. 



Projetons, par des droites parallèles entre elles, la conique et le cercle, sur un 
même plan ; on aura deux coniques C, C' en projection. Soient SA, SB, et SA', 
SB', les demi-diamètres de ces deux courbes, correspondants respectivement aux 
demi-diamètres des deux premières ; on aura 



sa 

sa' 



SA 
SA 7 



sb 
sb 7 



SB 
SB 7 ' 



et, conséquemment, l'équation 



SA 



SA' 



SB 
SB 7 



const. 



Or sa et sb étant conjugués par rapport à la conique c, SA et SB sont 
conjugués par rapport à la conique C, parce que la tangente à la courbe c au 
point a est parallèle à sb, et que, par conséquent, la tangente à la courbe C, au 
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point A, est parallèle à SB ; ce qui est la condition pour que SA et SB soient 
conjugués. L'équation précédente exprime donc ce théorème : 

Etant données deux coniques dans un plan, la somme des carrés de deux 
demi-diamètres conjugués de la première, divisés respectivement par les carrés 
des demi-diamètres de la seconde qui leur sont parallèles, est constante. 

3. Si la première conique est un cercle, on conclut de ce théorème, le suivant : 
La somme des valeurs inverses des carrés de deux demi-diamètres rectangu- 
laires d'une conique est constante. 

4. Second mode de généralisation. Que l'on ait une section conique c et plu- 
sieurs systèmes de ses diamètres conjugués ; qu'on fasse la perspective de cette 
figure sur un plan; on aura une seconde section conique C, et plusieurs sys- 
tèmes de deux droites passant toutes par un même point fixe. Tous ces systèmes 
de deux droites jouiront de propriétés analogues à celles des systèmes de deux 

diamètres conjugués ; mais ces propriétés seront plus générales que celles des [JMPA 1837:390] 
diamètres conjugués, et celles-ci s'en déduiront, comme cas particuliers, si l'on 
suppose que le point fixe devienne le centre de la conique C. 

Soit I la droite qui correspond dans le plan de la conique C à la droite 
située à l'infini dans le plan de la conique c. Cette droite I est l'intersection 
du premier plan par un plan parallèle au second, mené par le point de l'oeil. 
Soit s le centre de la conique c, et S le point correspondant dans la conique C, 
c'est-à-dire la perspective du point s. La propriété caractéristique du point s, 
c'est que, étant menées deux tangentes à la courbe c, parallèles entre elles, la 
droite qui joint les points de contact passe toujours par le point s. Pareillement, 
la propriété caractéristique du point S, c'est que, étant menées, par un même 
point quelconque de la droite I, deux tangentes à la conique C, la droite qui joint 
les deux points de contact passe toujours par le point S. Ce qui prouve que le 
point S est le pôle de la droite I, pris par rapport à la conique C 1 . 

La propriété caractéristique de deux diamètres conjugués de la courbe c, c'est 
que les tangentes à la courbe, menées aux extrémités d'un des deux diamètres, 
sont parallèles à l'autre diamètre. On en conclut que la propriété caractéristique 
de deux droites correspondantes, dans le plan de la conique C, à deux diamètres 
conjugués de la conique c, c'est que : les tangentes à la courbe C, aux points 
où l'une des deux droites la rencontre, se croisent au point où l'autre droite 
rencontre l'axe I. Ce point est précisément le pôle de la première droite. On 
peut donc dire que les deux droites sont telles que chacune d'elles passe par le 
pôle de l'autre; ce pôle étant pris par rapport à la conique C. Ces deux droites 
passent par le point fixe S ; nous les appellerons axes conjugués relatifs au point 
S. 

Ainsi, aux systèmes de deux diamètres conjugués d'une conique, corres- 
pondent, en perspective, des systèmes de deux axes conjugués d'une nouvelle 
conique, relatifs à un point fixe. Et la propriété caractéristique des deux axes [JMPA 1837:391] 
de chaque système, c'est que le pôle de l'un, pris par rapport à la conique, est 
situé sur l'autre. 



1 On appelle pôle d'une droite, par rapport à une conique, le point par où passent toutes 
les cordes de contact des angles circonscrits à la conique, qui ont leurs sommets sur la droite. 
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Ce sont ces systèmes de deux axes conjugués relatifs à un point dont nous al- 
lons chercher les propriétés ; elles seront la généralisation de celles des diamètres 
conjugués. 

5. Nous nous servirons pour cela d'un principe général de la perspective, dont 
on n'a pas encore fait usage, et qui sera d'un très utile secours dans beaucoup 
d'autres questions. Sa démonstration ne peut offrir de difficulté; et nous nous 
bornerons ici à son énoncé : 

Principe de perspective. Quand deux figures planes sont la perspective 
l'une de l'autre, le rapport des distances d'un point quelconque de la première à 
deux droites fixes de cette figure, est au rapport des distances du point homologue 
de la seconde figure aux deux droites correspondantes à ces droites fixes, dans 
une raison constante. 

6. Une droite, dans chacune des deux figures, peut être prise à l'infini ; de là 
résultent deux corollaires du principe, qui nous seront utiles ; nous allons tout 
de suite les énoncer, pour ne plus revenir sur ces propositions préliminaires : 

1 er Corollaire. Quand deux figures planes sont la perspective l'une de 
l'autre, la distance d'un point quelconque de la première, à une droite fixe prise 
dans le plan de cette figure, est dans une raison constante avec le rapport des 
distances du point homologue de la seconde figure à deux droites fixes, dont la 
première correspond à la droite prise dans le plan de la première figure, et la 
seconde est l'intersection du plan de la seconde figure par le plan mené par l'œil 
parallèlement au plan de la première figure. 

7. 2 e Corollaire. Quand deux figures planes sont la perspective l'une de 
l'autre, si l'on mène dans la première la droite correspondante à l'infini de la 
seconde (c'est-à-dire la droite qui est l'intersection du plan de la première fi- 
gure par le plan mené par l'œil parallèlement à celui de la seconde), et dans 
le plan de la seconde figure la droite correspondante à l'infini de la première, 
les distances de deux points homologues quelconques des deux figures à ces deux 
droites respectivement, auront leur produit constant. 

8. Cela posé, reprenons nos deux coniques c, C, qui sont la perspective l'une [JMPA 1837:392] 
de l'autre, et considérons dans le plan de la seconde le point S qui correspond au 

centre s de la première. La conique C et le point S étant donnés, il y aura une 
infinité de coniques c, dans l'espace, qui auront pour perspective la courbe C, 
et dont les centres s correspondront au point S. Parmi cette infinité de courbes 
qu'on peut concevoir, choisissons-en une qui présente cette circonstance particu- 
lière, que deux diamètres quelconques de cette courbe fassent entre eux un angle 
égal à celui des deux droites qui leur correspondent dans le plan de la courbe C, 
lesquelles droites seront deux axes conjugués relatifs au point S. Cette relation 
particulière entre la courbe c et sa perspective C, peut s'obtenir facilement. Pour 
cela, que par la polaire du point S, prise par rapport à la courbe C, on mène un 
premier plan quelconque ; puis un second qui divise en deux, également, l'angle 
que le premier fera avec le plan de la courbe S ; et que par le point S on mène une 
droite perpendiculaire au second plan ; elle rencontrera le premier en un point 
s qui sera pris pour le lieu de l'œil ; un plan quelconque parallèle au premier, 
fera dans le cône qui aura le point s pour sommet et la courbe C pour base, une 
section qui sera la courbe c. 
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9. D'après cela, appliquons aux deux courbes c, C le principe exprimé par 
le premier corollaire, en regardant la courbe c comme la première figure, et la 
courbe C comme la seconde. 

Menons par les points s, S, dans les plans des deux courbes, respectivement, 
deux droites correspondantes sq, SQ ; soient a, A deux points correspondants 
quelconques des deux courbes ; aq, AQ les perpendiculaires abaissées de ces 
points sur les deux droites sq, SQ ; et AP la perpendiculaire abaissée du second 
sur la polaire du point S ; on aura, d'après l'énoncé du premier corollaire, 

.AQ 

A étant une constante. 

Or aq et AQ étant les perpendiculaires abaissées des deux points a, A sur 
les droites sq, SQ, on a 

aq = as . sin asq, 
AQ = AS.sinASQ. 

La droite sS, qui passe par le sommet du cône, étant, par hypothèse, per- 
pendiculaire au plan qui divise en deux également l'angle des plans des deux 
courbes c, C, il s'ensuit que l'angle des deux droites sa, sq est égal à l'angle des 
deux droites SA, SQ ; de sorte que les deux équations ci-dessus donnent 

aq as 
ÀQ = AS' 

L'équation précédente devient donc 

SA 
sa = X.— . 

Cette équation résout la question que nous nous proposions ; car elle sert 
à appliquer aux axes de la conique C, relatifs au point S, les propriétés des 
diamètres de la conique c. 

Il est important de se rappeler que les angles que font entre eux ces axes, 
sont égaux aux angles que font entre eux les diamètres correspondants, comme 
nous l'avons dit ci-dessus des angles asq, ASQ. Cela servira pour transporter 
diverses propriétés des diamètres d'une conique, aux axes relatifs à un point. 

Appliquons cette méthode. 

10. Dans une conique, il existe un système de deux diamètres conjugués rec- 
tangulaires, et ces diamètres sont maximum et minimum parmi tous les autres ; 
on en conclut que 

Dans une conique, parmi les systèmes de deux axes conjugués SA, SA' relatifs 
à un point S, il en existe un où ces axes sont à angle droit; pour ces deux axes 

SA SA' 
les rapports — — - 7 sont, respectivement, un maximum et un minimum. 

11. La somme des valeurs inverses des carrés de deux demi-diamètres rec- 
tangulaires est constante ; donc 
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[JMPA 1837:393] 



relatifs à un point, menés à angle droit, la somme 

AP A'P' 

est constante. 



Pour deux axes SA, SA' 

des carrés des deux rapports „ 

SA SA' 

12. La somme des carrés de deux demi-diamètres conjugués est constante ; 

donc [JMPA 1837:394] 

Pour deux axes conjugués SA, SA' relatifs à un point S, la somme des carrés 

, , SA SA' 

des deux rapports -7-5-, , est constante. 

13. La somme des carrés des projections de deux diamètres conjugués, sur 
une droite, est constante ; c'est-à-dire que la somme des carrés de deux demi- 
diamètres conjugués, multipliés respectivement par les carrés des cosinus des 
angles qu'ils font avec une droite fixe, et constante. On en conclut que, pour 

deux axes conjugués SA, SA', les carrés des rapports — — , — , multipliés 

respectivement par les carrés des cosinus des angles que les deux axes SA, SA' 
font avec une droite fixe, ont leur somme constante. Ce théorème peut s'exprimer 
ainsi : 

La somme des carrés des perpendiculaires abaissées des extrémités de deux 
axes conjugués relatifs à un point, sur une droite menée par ce point, divisés 
respectivement par les carrés des distances de ces points à la polaire du point 
fixe, est constante. 

14. Que la droite menée par le point fixe, soit parallèle à la polaire de ce 
point, le théorème prendra cet énoncé : 

La somme des carrés de deux axes conjugués relatifs à un point, divisés 
respectivement par les carrés des segments compris sur ces axes entre leurs ex- 
trémités et la polaire du point, est constante. 

15. La somme des carrés des perpendiculaires abaissées des quatre extrémi- 
tés de deux diamètres conjugués sur une droite fixe menée arbitrairement, est 
constante ; on conclut de là, par le principe exprimé dans le premier corollaire, 
que 

Dans une conique, deux axes conjugués relatifs à un point rencontrent la 
courbe en quatre points qui sont tels que la somme des carrés de leurs distances 
à une droite fixe menée arbitrairement, divisés respectivement par les carrés des 
distances de ces points à la polaire du point fixe, est constante. 

16. Si la droite fixe est prise à l'infini, on fera usage du second corollaire, et 
l'on aura ce théorème : 

Dans une conique, deux axes conjugués quelconques relatifs à un point fixe 
rencontrent la courbe en quatre points qui jouissent de cette propriété, que la [JMPA 1837:395] 
somme des valeurs inverses des carrés de leurs distances à la polaire du point 
fixe, est constante. 

17. On voit par ce qui précède, comment les propriétés des diamètres conju- 
gués donnent lieu à des propriétés des systèmes de deux axes conjugués relatifs 
à un point, qui sont la généralisation des premières. 

Manière de démontrer les propriétés des foyers dans les sections coniques. 

18. La position que nous avons supposée aux deux courbes c, C dans l'espace 
(8), conduit naturellement à la découverte des foyers des coniques, et se prête 
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aussi à la démonstration de leurs propriétés. Car si l'on suppose que la courbe 

SA 
c soit un cercle, on aura sa = le rayon, et par conséquent, — — = constante ; ce 

qui est une des propriétés caractéristiques des foyers. 

Ainsi l'on est conduit naturellement à la considération de ces points qui 
jouent un si grand rôle dans la théorie des coniques. Les Anciens, bien qu'ils 
aient formé et étudié les coniques dans le cône, ou, comme ils disaient, dans le 
solide, n'ont traité des foyers que par des considérations de Géométrie plane, 
sans dire par quelle voie ils ont été conduits à la découverte de ces points. Les 
Modernes, en voulant rechercher l'origine de ces points dans le cône même, 
n'ont pris que le cône droit, ou de révolution ; et l'on n'avait pas encore indiqué 
le moyen de découvrir ces points dans le cône oblique, ni d'y démontrer leurs 
propriétés. 

19. Les considérations précédentes se prêtent avec une grande facilité à la 
démonstration de toutes les propriétés des foyers, en les déduisant de celles du 
cercle. Nous donnerons ici un seul exemple de cette méthode. 

Qu'autour d'un point fixe o, pris dans le plan d'un cercle, on fasse tourner 
une transversale qui rencontre la circonférence en deux points a, a' ; soient aq, 
a' ' q' , oq" les perpendiculaires abaissées des trois points a, a' , o sur la polaire du 
point fixe, on démontre facilement que l'on a la relation [JMPA 1837:396] 

1 1 2 

aq a'q' oq" ' 



c'est-à-dire que 



1 1 

— ± = const. 

aq a'q' 



quelle que soit la transversale menée par le point o. 

On doit prendre le signe + quand ce point est dans l'intérieur du cercle, et 
le signe — quand il est au dehors. 

Dans la conique C, qui est la perspective du cercle, à la transversale oaa! 
correspondra une transversale OAA' menée par un point fixe O ; au centre du 
cercle correspondra le foyer de la conique ; à la droite située à l'infini dans le 
plan du cercle, correspondra la directrice relative à ce foyer. Soient AP, AP' les 
perpendiculaires abaissées des points A, A' sur cette directrice et AQ, A'Q' les 
perpendiculaires abaissées des mêmes points sur la polaire du point O ; on aura, 
d'après le premier corollaire, 

AQ , , A'Q' 

aq = A , aq =A . 

y AP' y A'P' 

L'équation ci-dessus devient donc 

AP A'P' 
ÀQ ± ÂV = C ° nSt - 
Elle exprime cette propriété générale des coniques : 
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Si autour d'un point fixe, pris dans le plan d'une conique, on fait tourner une 
transversale qui rencontre la courbe en deux points, la somme ou la différence des 
distances de ces deux points à la directrice de la conique, divisées respectivement 
par leurs distances à la polaire du point fixe, sera constante. 

Ce sera la somme si le point fixe est pris dans l'intérieur de la courbe, et la 
différence s'il est pris au dehors. 

20. Maintenant, en observant que la distance d'un point de la courbe à la 
directrice est proportionnelle à la distance de ce point au foyer, on donnera au 
théorème cet autre énoncé : 

Si autour d'un point fixe pris dans le plan d'une conique, on fait tourner 
une transversale qui la rencontre en deux points ; la somme ou la différence des 
distances de ces deux points au foyer de la courbe, divisées respectivement par 
leurs distances à la polaire du point fixe, sera constante. 

Ce sera la somme si le point fixe est pris dans l'intérieur de la courbe, et la 
différence s'il est pris au dehors. 

21. Si le point fixe est le centre de la courbe, sa polaire est à l'infini, et le 
théorème devient la propriété connue du foyer, savoir, que 

La somme ou la différence des rayons vecteurs menés d'un foyer d'une co- 
nique aux extrémités d'un diamètre est constante. 

C'est la somme dans l'ellipse, et la différence dans l'hyperbole. 

22. Nous nous bornerons ici à ce seul exemple, qui suffit pour faire voir com- 
ment on démontrera dans le cône oblique les propriétés des foyers des sections 
coniques. On obtiendra de cette manière un assez grand nombre de propriétés 
nouvelles, que j'aurai occasion de démontrer ailleurs. 



[JMPA 1837:397] 



Principes de Géométrie plane analogues à ceux de la perspective. 

23. Les principes et les considérations de perspective dont nous nous sommes 
servi peuvent se transformer aisément en considérations de Géométrie plane, et 
conduire à une autre méthode, différente dans la forme, quoique la même au 
fond, pour étudier les propriétés des sections coniques. 

Reprenons les deux courbes c, C dans l'espace. Puisque deux droites quel- 
conques sa, sb, menées par le point s, dans le plan de la première, font entre 
elles un angle égal à celui des deux droites correspondantes SA, SB dans le 
plan de la seconde courbe, on voit que si sur celles-ci on prend des lignes SA', 
SB',. . . égales aux lignes sa' , sb' ,. . ., leurs extrémités seront sur une conique C 
ayant son centre en S, et qui sera égale à la courbe c. Ainsi l'on aura entre cette 
conique C et la conique C la relation 



SA' = A 



SA 
ÂP' 



On conclut de là ce théorème de Géométrie plane : 

Etant pris un point fixe S dans le plan d'une conique, si de ce point on mène 
une droite à chaque point A de la courbe, et que, AP étant la distance de ce 
point à la polaire du point fixe, on prenne sur SA un segment SA' proportionnel 



[JMPA 1837:398] 
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a — — , le point A sera sur une section conique C qui aura son centre au point 

fixe. 

Si le point fixe est un foyer de la conique proposée, la nouvelle courbe sera 
un cercle. 

24. La conique C peut être regardée comme la projection de la courbe c 
sur le plan de la courbe C, cette projection étant faite par des droites parallèles 
entre elles, et perpendiculaires au plan qui divise en deux également l'angle des 
plans des deux courbes c, C. Et quelle que soit la figure tracée dans le plan 
de la courbe c, cette projection produira une figure parfaitement égale, dans le 
plan de C. Il suit de là que toutes les relations descriptives et métriques entre la 
courbe c et la courbe C auront lieu entre les deux courbes C et C situées dans 
un même plan. 

25. Les relations descriptives font voir que les deux courbes C et C sont 
homologiques, suivant l'expression de M. Poncelet, c'est-à-dire que les points 
correspondants des deux figures concourent en un même point fixe (appelé centre 
d'homologie) qui est le point S ; et les droites correspondantes concourent en des 
points situés tous sur une même droite (appelée axe d'homologie), qui est ici la 
droite d'intersection des plans des deux courbes. 

26. Mais, outre ces relations descriptives, il résulte encore de ce qui précède 
diverses relations métriques entre deux figures homologiques, qui n'ont point 
encore été données et qui doivent jouer un rôle important dans cette théorie 
et dans ses nombreuses applications. Nous nous bornerons, dans ce moment, à 
cette simple observation, parce que nous avons traité ailleurs de cette théorie 
avec tous les développements dont elle nous a paru susceptible, dans un travail 
où elle se présente comme cas particulier d'une méthode plus générale pour la 
transformation des figures, méthode propre à la généralisation et à la démons- 
tration des vérités géométriques. Cette méthode s'applique aux figures à trois 
dimensions, et nous servira par conséquent à donner aux propriétés des dia- 
mètres des surfaces du second degré la même généralisation que nous venons de [JMPA 1837:399] 
donner aux propriétés des diamètres des sections coniques. Nous avons voulu 
simplement montrer, dans le présent article, qu'avec le seul secours de la Géomé- 
trie la plus élémentaire, on pouvait, sans considérations bien savantes ni théories 

nouvelles, parvenir à la même généralisation, du moins pour les coniques. 

Nous avons fait usage, pour cela, des seuls principes de la perspective, mé- 
thode facile, avec laquelle on est familiarisé, mais dont on n'a pas encore tiré, 
je crois, tous les avantages qu'elle peut procurer, parce qu'on n'y a considéré, 
généralement, que les relations descriptives des figures, et nullement les rela- 
tions métriques. Celles-ci cependant sont plus importantes, plus utiles et plus 
fécondes, et conduisent à des résultats plus complets. J'aurai occasion de dé- 
velopper ailleurs cette idée, et d'en faire l'application à plusieurs résultats des 
travaux de Monge et de Carnot, que je regarde comme l'origine et le fondement 
des progrès que la Géométrie a faits depuis une trentaine d'années. 

27. Troisième mode de généralisation. Ce troisième genre de généralisation 
consiste à substituer aux systèmes de deux demi-diamètres conjugués d'une 
conique, des systèmes d'un plus grand nombre de demi-diamètres, déterminés 
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suivant des conditions communes, telles que les propriétés connues des systèmes 
de deux diamètres conjugués appartiennent aussi à ces systèmes d'un plus grand 
nombre de demi-diamètres. 

En partant de cette idée de généralisation, nous sommes parvenu à l'expres- 
sion commune des systèmes d'un nombre quelconque de demi-diamètres d'une 
conique, jouissant de toutes les propriétés des systèmes de deux demi-diamètres 
conjugués; ces propriétés mêmes pouvant être énoncées dans une plus grande 
généralité. Cette matière, pour être exposée complètement, exigerait un article 
assez étendu ; nous y reviendrons ailleurs : nous allons simplement considérer 
ici les systèmes de trois demi-diamètres, parce que nous pouvons traiter ce cas 
par une méthode particulière, qui n'exige aucunes considérations préalables. 

Nous supposerons que la conique soit une ellipse ; et, au lieu de considérer 
trois demi-diamètres de cette courbe, nous considérerons les trois points qui sont [JMPA 1837:400] 
les extrémités de ces demi-diamètres. Cela est absolument la même chose ; mais 
nous pourrons par là énoncer un plus grand nombre de théorèmes. Ainsi nous 
allons considérer plusieurs systèmes de trois points pris d'une certaine manière 
sur une ellipse. 

28. Concevons une sphère, et trois de ses rayons rectangulaires : par leurs 
extrémités, menons un plan qui coupera la sphère suivant un cercle ; concevons 
le diamètre qui passe par le pôle de ce cercle ; si autour de ce diamètre on fait 
tourner le système des trois demi-rayons rectangulaires, il est évident que leurs 
extrémités se mouvront sur le cercle, ce qui prouve qu'il y aura une infinité de 
systèmes de trois rayons rectangulaires qui s'appuieront sur le cercle passant 
par les extrémités des trois premiers rayons. 

Maintenant supposons que la sphère étant rapportée à trois axes coordon- 
nés, à chacun de ses points ayant pour coordonnées x, y, z, corresponde dans 
l'espace un point qui ait pour coordonnées, suivant les mêmes axes respective- 
ment, ces trois premières multipliées par trois constantes, c'est-à-dire Xx, fiy, vz. 
Ce nouveau point appartiendra à un ellipsoïde ; et l'on reconnaît aisément que, 
à trois rayons rectangulaires de la sphère correspondront trois demi-diamètres 
conjugués de l'ellipsoïde ; et qu'à une section plane de la sphère correspondra 
une section plane de l'ellipsoïde. 

Il résulte de là, que 

Le plan mené par les extrémités de trois demi- diamètres conjugués d'un el- 
lipsoïde coupe cette surface suivant une ellipse E, sur laquelle on peut prendre 
une infinité d'autres systèmes de trois points qui seront aussi les extrémités de 
trois demi- diamètres conjugués. 

29. Ce sont là les systèmes de trois points que nous allons considérer; mais 
il nous faut caractériser et définir les trois points par quelque propriété prise 
dans la nature seule de la courbe E, sans être obligé de faire usage d'une surface 
du second degré. Pour cela, soient A, B, C les trois points, considérés comme 
les extrémités de trois demi-diamètres OA, OB, OC d'un ellipsoïde ; concevons 
le plan tangent à cette surface au point A ; il sera parallèle au plan des deux 
demi-diamètres OB, OC : la trace de ce plan tangent sur celui de la conique E, 

c'est-à-dire la tangente à cette courbe, sera donc parallèle à la corde BC. Il suit [JMPA 1837:401] 
de là que le diamètre de la courbe qui aboutit au point A passe par le milieu de 
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la corde BC. Pareillement les droites menées du centre de la courbe aux points 
B, C passent, respectivement, par les milieux des cordes AC, AB. On en conclut 
que le centre de la courbe est le centre des moyennes distances des trois points 
A, B, C. 

Réciproquement, trois points pris sur la conique, de manière que leur centre 
des moyennes distances soit le centre de la courbe, sont les extrémités de trois 
diamètres conjugués de l'ellipsoïde. Car l'un de ces trois points étant pris ar- 
bitrairement, les deux autres sont parfaitement déterminés. Le point A, par 
exemple, étant donné, pour déterminer les deux autres points B, C, on mènera 
par le centre O' de la conique E le demi-diamètre O'A qu'on prolongera d'une 
quantité O'a égale à la moitié de O'A, et par le point a on mènera une parallèle 
à la tangente à la courbe au point A ; les intersections de la courbe par cette 
parallèle seront les points B, C. 

Ainsi les systèmes de trois points pris sur la conique sont définis par la condi- 
tion que le centre des moyennes distances des trois points de chaque système est 
le centre de figure de la courbe. Nous appellerons ces trois points, pour abréger, 
points conjugués. 

Passons à la démonstration des propriétés des systèmes de trois points conju- 
gués. Il nous suffira, le plus souvent, de rappeler une propriété de trois diamètres 
conjugués de l'ellipsoïde, pour en conclure immédiatement la propriété corres- 
pondante du système de trois points conjugués. 

30. Le tétraèdre formé par trois demi-diamètres conjugués est constant ; donc 
l'aire du triangle formé par trois points conjugués est constante. 

31. Quand on a deux systèmes de demi-diamètres conjugués, le tétraèdre 
construit sur un demi-diamètre du premier système et deux demi-diamètres du 
second, a le même volume que le tétraèdre construit sur les trois autres demi- 
diamètres ; donc 

Etant pris deux systèmes de trois points conjugués, l'aire du triangle formé 
par un point du premier système et deux points du second, est égale à l'aire du 
triangle formé par les trois autres points. 

32. La somme des carrés de trois diamètres conjugués de l'ellipsoïde est [JMPA 1837:402] 
constante ; or ici le centre de l'ellipsoïde est indéterminé ; on peut donc dire 

que : 

La somme des carrés des rayons menés d'un point fixe de l'espace à trois 
points conjugués est constante. 

Notre démonstration ne s'applique ici qu'à un point pris au dehors du plan 
de la courbe, puisqu'un point pris dans son plan ne peut pas être le centre d'un 
ellipsoïde ayant pour diamètres conjugués les droites menées de ce point aux 
trois points conjugués. Mais du cas général d'un point pris dans l'espace on 
conclut la démonstration pour le cas d'un point pris dans le plan de la courbe. 
Car soient A, B, C les trois points conjugués, et O un point de l'espace, on aura 

0~Â 2 + 0~B 2 + OC 2 = constante. 

Soit O" la projection du point O sur le plan de la courbe, on aura 
-2 2 „.. . 2 ^^2 



OA = 00" + 0"A , OB = 00" + 0"B , OC = 00" + 0"C 
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Donc 

3ÔÔ 772 + Wk 2 + 5"B 2 + WC 2 = constante; 

d'où 



0"A +0"B +0"C = constante. 

Ainsi le théorème énoncé est général, quelle que soit la position du point 0. 

33. La somme des carrés des perpendiculaires abaissées des extrémités de 
trois demi-diamètres conjugués sur un plan diamétral, est constante ; qu'on 
prenne le plan diamétral perpendiculaire au plan de la conique, on en conclut 
que 

La somme des carrés des perpendiculaires abaissées de trois points conjugués 
d'une ellipse sur une droite fixe menée dans le plan de cette courbe, est constante. 

34. La somme des carrés des trois faces au sommet du tétraèdre formée par 
trois demi-diamètres conjugués est constante ; 

On conclut de là, que 

Dans le tétraèdre qui a pour sommet un point fixe de l'espace et pour base le [JMPA 1837:403] 
triangle formé par trois points conjugués quelconques, la somme des carrés des 
trois faces au sommet est constante. 

Et comme le triangle qui sert de base au tétraèdre a lui-même son aire 
constante, on peut dire que 

La somme des carrés des quatre faces du tétraèdre est constante. 

35. La somme des carrés des projections des trois faces au sommet du tétra- 
èdre formé par trois demi-diamètres conjugués, sur un plan fixe, est constante ; 
on conclut de là et du théorème (30) que 

Le tétraèdre qui a pour sommet un point fixe de l'espace, et pour base le 
triangle formé par trois points conjugués, jouit de cette propriété que la somme 
des carrés des projections de ses faces sur un plan fixe est constante. 

36. Si la projection est faite sur le plan de la figure, on en conclura, en ayant 
égard encore au théorème (30), que 

Un point fixe pris dans le plan d'une conique étant le sommet commun à 
trois triangles ayant pour bases les trois côtés du triangle formé par trois points 
conjugués quelconques, la somme des carrés des aires de ces trois triangles sera 
constante. 

37. Les plans tangents à une surface du second degré, aux extrémités de trois 
demi-diamètres conjugués, font sur une droite diamétrale fixe trois segments 
dont la somme des valeurs inverses des carrés est constante. 

Supposons que les extrémités des trois demi-diamètres conjugués soient tou- 
jours sur une même section plane de la surface ; les trois plans tangents passeront 
par un point fixe S, qui sera le sommet du cône circonscrit à la surface suivant 
cette courbe ; ce point S, le centre O' de la courbe et le centre O de la surface 
sont, comme on sait, en ligne droite. Supposons que la transversale OD, menée 
par le centre de la surface, soit parallèle au plan de la courbe ; et par le centre O' 
de cette courbe, menons dans son plan, une seconde transversale O'D' parallèle 
à cette première ; un plan tangent à la surface, en un des points de la courbe, 
rencontrera les deux transversales OD, O'D' en deux points T, T' qui seront 
en ligne droite avec le point S, puisque ce plan tangent passe par ce point; il 
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os 

s'ensuit que les deux segments OT, O'T' sont entre eux dans le rapport — — ; 

c'est-à-dire que le segment O'T' est au segment OT dans une raison constante, [JMPA 1837:404] 
quel que soit le point de la courbe, par lequel on a mené le plan tangent ; on 
conclut donc du théorème énoncé ci-dessus, que 

Les tangentes à une conique, menées par trois points conjugués quelconques, 
font sur une droite fixe menée par le centre de la courbe, trois segments dont la 
somme des valeurs inverses des carrés est constante. 

38. Concevons deux plans fixes menés par le centre d'une surface du second 
degré, et un système quelconque de trois demi-diamètres conjugués ; que de 
l'extrémité de chaque demi-diamètre on abaisse des perpendiculaires sur les 
deux plans, et qu'on fasse leur produit ; la somme des trois produits ainsi faits 
sera constante, quel que soit le système des trois demi-diamètres conjugués 2 . 

Supposons que les deux plans fixes soient perpendiculaires au plan de la 
courbe sur laquelle s'appuient les trois demi-diamètres conjugués ; on en conclura 
ce théorème : 

Etant menées dans le plan d'une conique deux droites fixes, et étant pris sur 
cette courbe trois points conjugués quelconques, si de chacun de ces points on 
abaisse sur les deux droites des perpendiculaires, et qu'on fasse leur produit, la 
somme des trois produits ainsi faits sera constante. 

Si les deux droites fixes se confondent, on a le théorème (33). 

Nous n'avons pas besoin de montrer l'analogie qu'il y a entre les diverses 
propriétés des systèmes de trois points conjugués d'une conique, que nous venons 
de démontrer, et les propriétés des systèmes de deux diamètres conjugués : ces 
analogies sont évidentes. 

39. Les deux modes de généralisation que nous avons appliqués précédem- 
ment aux propriétés des diamètres conjugués, par voie de projection et de pers- 
pective, s'appliquent aussi aux propriétés des systèmes de trois points conjugués. 

Ainsi, par exemple, le théorème (32) donnera le suivant : [JMPA 1837:405] 

Etant données deux coniques dans un plan, si sur la première on prend trois 
points conjugués quelconques, et que du centre, de la seconde on mène des rayons 
à ces trois points, la somme des carrés de ces trois rayons, divisés respectivement 
par les carrés des demi-diamètres de la seconde conique compris sur ces rayons, 
sera constante. 

40. Si les deux coniques sont concentriques, et que la première soit un cercle, 
les trois points conjugués diviseront la circonférence en trois parties égales, et 
les trois rayons diviseront l'espace angulaire autour du centre en trois parties 
égales ; on a donc ce théorème : 

Si par le centre d'une conique on mène trois demi-diamètres divisant l'espace 
angulaire en trois parties égales, la somme des valeurs inverses des carrés de ces 
trois demi-diamètres sera constante. 

Nous n'insisterons pas davantage sur la généralisation dont les propriétés des 
systèmes de trois points conjugués sont susceptibles, parce que nous reviendrons 



2 J'admets ce théorème comme connu, quoiqu'il n'ait pas encore été donné ; je le démontrerai 
dans un autre moment, avec quelques autres propriétés nouvelles des diamètres conjugues. 
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sur cet objet en traitant d'une manière générale des propriétés d'un système d'un 
nombre quelconque de points, pris d'une certaine manière sur une conique. 

41. Quatrième mode de généralisation. Plusieurs des propriétés exprimées 
pour les carrés des distances conviennent aux cubes. 

Ainsi, la somme des cubes des perpendiculaires abaissées des quatre extré- 
mités de deux diamètres conjugués sur une droite fixe est constante. 

Cette observation s'applique aussi à diverses propriétés des systèmes de trois 
points conjugués que nous venons de faire connaître. 

Mais je reviendrai dans un autre moment sur cet objet en traitant, d'une 
manière générale, des propriétés de certains systèmes de points, en nombre quel- 
conque, situés sur une section conique, où l'on aura à considérer non pas seule- 
ment les carrés et les cubes des lignes, mais aussi des puissances plus élevées. 

42. Dans un autre article, nous appliquerons aux propriétés des sections 
coniques, relatives à leurs foyers, les quatre modes de généralisation que nous 
venons d'appliquer aux propriétés des diamètres conjugués : nous obtiendrons 
de cette manière plusieurs théorèmes nouveaux relatifs aux foyers des sections 
coniques. 
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NOTE 

Sur la variation des constantes arbitraires dans les problèmes de 

Mécanique ; 

Par M. Aug. CAUCHY 1 . 



[JMPA 1837:406] 



1. Soient données, entre la variable t, n fonctions de t désignées par x, y, z. . ., 
et n autres fonctions de t designées par u, v, w. . ., 2n équations différentielles 
du premier ordre et de la forme 



(1) 



Q représentant une fonction de x, y, z. . ., u, v, w. . ., t. On pourra supposer les 
inconnues x, y, z. . ., u, v, w. . ., exprimées en fonction de t et de 2n constantes 
arbitraires a, b, c. . . ; et l'on aura, dans cette hypothèse, 



dx 


dQ 


dy 


dQ 


dz 


dQ 


dt 


du ' 
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dv ' 


dt 


dw 
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dQ 
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dw 


dQ 
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dt 
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dQ dQ dx dQ dy dQ du 
da dx da dy da du da 


par conséquent 




( dQ du dx dv dy dx du 




da dt da dt da dt da 


(2) 


on trouvera de même 




dQ du dx dv dy dx du 




— - = j — ... H h..., 

*• db dt db dt db dt db 



[JMPA 1837:407] 



Si de la seconde des équations (2), differentiée par rapport à la quantité a, on 
retranche la première differentiée par rapport à b, on obtiendra la suivante, 

d . f a, 61 



w dt - u ' 




la valeur de [a, b] étant 




dx du dx du dy dv 


dy dv 


(4) [a, b} = \--r-rr- 

da db db da da db 


db da 


puis, en intégrant l'équation (3), on trouvera 




(5) [a, b] = constante. 





1 Cet article fait partie d'un très long mémoire sur la Mécanique céleste qui a été présenté 
à TAcadémie de Turin le 11 octobre 1831 et dont on peut voir un extrait dans le Bulletin 
universel des Sciences de M. Férussac. (J. Liouville.) 
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Donc, les quantités représentées par les symboles [a, b], [a,c],. . .[b,c],. . . seront 
indépendantes de t. Observons d'ailleurs qu'en vertu de la formule (4), on aura 
généralement 

[a, a] = 0, et [a, b] = — [b, a]. 

Soient maintenant 



a, B 



C = c, etc. 



les intégrales générales des équations (1), A, B, C,... désignant des fonctions 
déterminées des seules variables x, y, Z,. . . u, v, w,. . . t. Faisons de plus 



(7) 



(A,B) 



on aura encore 



dkdS, dkdB dkdS, dA dB 
dx du du dx dy dv dv dy 

(A,A) = 0, (A,B) = -(B,A). 



D'ailleurs, si, dans l'équation qui détermine x en fonction de a, b, c,. . .t, on 
substitue A, B, C,. . . au lieu de a, b, c,. . ., on obtiendra une formule identique, 
qui, différentiée successivement par rapport à x, y, z,. . . u,. . . donnera 



(8) 



1 



dx dA dx dB 
da dx db dx 







dx dA dx dB 
da dy db dy 



= etc. 



et, si l'on ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A,B), (A, C),. . . respective- 

dx dx dx 
ment multipliées par — , — , — , ... on trouvera, en ayant égard aux formules 
da db de 

(8), 



(9) { 



^îa + ^)f h 
on trouvera de même, 



(A,C) 



dx 

de 



(A, A) 



dy 



da 

etc. . 



(A,B 



dy 

db 



(A,C) 



dy 

de 



dA 

du ' 



dA 

dv ' 



[JMPA 1837:408] 



Pareillement, si l'on ajoute entre elles les valeurs de (A, A), (A,B), (A, C),... 

du du du 
respectivement multipliées par — — , — , — — , . . . on trouvera 

da db de 



(10) { 



/A AN^ M /A TïN^ U /A ^,\dU 

(A ' A) ^ + (A ' B) rf6 + (A ' C) ^ + -- 


dA 

dx ' 


on aura de même 




/a a x dv , , -^sdv , , „sdv 
(A, A — + A,B — + A,C — + .. 
da db de 


dA 
dy' 


etc. . . . 
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D'autre part, si l'on différentie successivement la première des formules (6) par [JMPA 1837:409] 
rapport à chacune des quantités a, b, c,. . . en considérant x, y, z,. . .u, v, w,. . . 
comme des fonctions de a, 6, c,. . .t, on en tirera 



(11) 1 



dA dx 
dx da 



dA dy 
dy da 



dA du 
du da 







dA dx 
dx db 



., 



dA dx 
dx de 



etc. 



Cela posé, si l'on combine par voie d'addition les formules (9) et (10), après 

du dv dw 
avoir multiplié respectivement les formules (9) par — — , — — , — — ,. . . et les 



formules (10) par 



dx dy dz 
da 1 da 1 da 1 



da da da 
, on trouvera, en ayant égard à la première des 



équations (11), 

(A,A)[o,o] + (A,B)[o,6] + (A,C)[o,c] + .. 
on aura de même, 

(12) 



i; 



(A,A)[M] +(A,B)[&,6] +(A,C)[6,c] +.. 


. = 


(A,A)[c,o] +(A,B)[c,6] +(A,C)[c,c] +.. 


. = 



etc. 



Les équations (12) suffisent pour déterminer les valeurs des quantités (A, B), 
( A , C ) , etc . . . . , quand on connaît celles des quantités constantes [a, b], [ a, c ] ,. . . , 
[b, c]. Des équations semblables détermineront les valeurs de (B, A), (B,C),. . . 
etc.. . . Donc les quantités (A, B), (A, C),. . .(B, C), etc.. . . sont elles-mêmes const- 
antes, et ne dépendent pas de la variable t. 

Il est bon d'observer que, si, dans les équations (6) différentiées par rapport 

dx dy du 

dt dt dt 

formules ainsi obtenues, savoir, 



à t, on substitue les valeurs de 



tirées des équations (1), les 



(13) 



dAdQ 
dx du 



dAdQ 
dy dv 



dAdQ 
du dx 







dBdQ 
dx du 



dBdQ 
du dx 



auront pour seconds membres des fonctions identiquement nulles de x, y, z,. . .u, 
v, w,. . .t. Car, s'il en était autrement, il existerait entre les valeurs générales de 
x, y, z,. . .u, v, w,. . .t, et par conséquent aussi entre les valeurs initiales de x, 
y, z,. . .u, v, w,. . . correspondantes à t = 0, des équations qui ne renfermeraient 
aucune constante arbitraire ; ce qui est absurde, puisque ces valeurs initiales 
peuvent être choisies arbitrairement. 

Supposons maintenant qu'il s'agisse d'intégrer non plus les équations (1), 
mais les suivantes : 



(14) 



dx dQ dR dy dQ dR 

dt du du ' dt dv dv ' 

du dQ dR dv dQ 

dt dx dx ' dt dy 



dz 
dt 


dQ dR 

dw dw 7 


dR 


dw dQ 


dy' 


dt dx 



etc. 



dR 

dz 



, etc. 



[JMPA 1837:410] 
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on pourra supposer encore les valeurs de x, y, z,. . .u, v, w,. . . déterminées par les 
équations (6), pourvu que l'on y considère a, b, c,. . . comme devenant fonctions 
de t. Alors, si, dans la première des équations (6), différentiée par rapport à t, on 

dx du du 
substitue les valeurs de — , — ,. . . — ,. . . tirées des équations (14), si d'ailleurs 

dt dt dt 
on a égard à la première des formules (13), qui subsiste, quelles que soient les 

valeurs de x, y, z,. . .u, v, w,. . .t, on trouvera 



(15) 



da _ dA dR dA dR dA dR 

dt dx du dy dv du dx 

Enfin, si, après avoir exprimé R en fonction de a, b, c,. . .t, on y substitue, au 
lieu de a, b, c,. . . les fonctions de x, y, z,. . .u, v, w,. . .t représentées par A, B, 
C,. . ., on retrouvera identiquement la première valeur de R ; et l'on aura, par 
suite, 

dR _ dR dA dR rfB 
dy da dy db dy 



(16) 



dR 

dx 



dRdA 

da dx 

dR 

du 



dRdB 
db dx 
dRdA 
da du 



, etc. 



Cela posé, la formule (15) donnera 

^ = (A,B)^ 
dt y ' ' db 

dt da 

etc. . . 



(17) 



(A,C) 
(B,C) 



etc. 



dR 

de 

dR 



; on trouvera de même 



de 



Telles sont les équations différentielles qui devront servir à déterminer a, b, c,. . . 

, dR dR 
en fonction de t. Les coefficients de — — , — — , etc.,. . . dans ces équations, seront, 

da _ db 
d'après les remarques précédemment faites, des fonctions des seules quantités o, 

b, c,. . . ; et la variable t n'y entrera pas d'une manière explicite. 

Application à la Mécanique céleste. 

2. Soient la masse du Soleil, m, m' , m". . . les masses des planètes : prenons 
pour origine des coordonnées le centre du Soleil, et soient 

x 1 y, z, x , y , z , . . . 

les coordonnées des planètes dans leurs mouvements relatifs autour de cet astre. 
En choisissant convenablement l'unité de masse, désignant par u, v, w les vitesses 
de m mesurées parallèlement aux axes des x, y, z, et faisant pour abréger 



M 



{x 2 + y + z ) 5 



= M + m, 
r' - <~ n 



R 



{x" + y rz + z' 2 )i,etc. 

[{x - x >f + { y - y'f + {z - Z'f} 1 ^ 

m! {xx' + yy' + zz r ) m! 

^3 +•••- -£-•••■> 



[JMPA 1837:411] 
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on trouvera pour les équations différentielles du mouvement de m, [JMPA 1837:412] 





dx 
~dt 


= u, 




dy 

Tt =v > 




dz 
dt ~ 


■ w, 




du 
~dt ~ 


Ma; 


dR 
dx ' 


dv 
dt 


__My_ 


dR 


dw 
~dt ~ 


Mz 


dR 

dz 



Pour déduire ces dernières formules des équations (14) du numéro précédent, il 
suffira de prendre 

Q 



2 r 

et d'admettre que R est fonction seulement de x, y, z, x' ', y', z',. . .. Ainsi la 
théorie générale exposée ci-dessus s'applique sans difficulté aux équations diffé- 
rentielles du mouvement des planètes. 
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Sur quelques Propriétés générales des Surfaces gauches ; 
Par M. CHASLES. 



[JMPA 1837:413] 



Théorème. Tout plan mené par une génératrice d'une surface gauche touche 
la surface en un point, et lui est normal en un autre point; 

Ces deux points ont entre eux la relation suivante : 

Le produit de leurs distances à un certain point fixe, situé sur la génératrice, 
est constant. 

Tout plan mené par une génératrice coupe la surface suivant une courbe ; et 
le point où cette courbe rencontre la génératrice est le point de contact du plan 
et de la surface. Pour déterminer le point où le plan est normal à la surface, il 
faut mener, par la même génératrice, un second plan qui soit perpendiculaire 
au premier, et prendre le point où ce second plan touchera la surface ; ce sera 
le point où le premier plan lui sera normal. Nous aurions donc pu énoncer le 
théorème de cette manière : 

Etant menés, par une même génératrice d'une surface gauche, deux plans 
rectangulaires, les points où ces deux plans touchent la surface auront entre eux 
cette relation, que, le produit de leurs distances à un certain point fixe, situé sur 
la génératrice, sera constant. 

On peut mener d'une infinité de manières un hyperboloïdc à une nappe 
tangent à une surface gauche suivant toute l'étendue d'une génératrice ; tout 
plan mené par la génératrice touchera la surface et l'hyperboloïde au même 
point ; il suffit donc de démontrer le théorème pour un hyperboloïdc. 

Concevons trois systèmes de deux plans rectangulaires menés par une gé- 
nératrice D d'un hyperboloïdc Soient A, A' les plans du premier système, B, 
B' ceux du second, et C, C ceux du troisième. Ces six plans donnent lieu à la 
relation d'involution entre les sinus de leurs inclinaisons mutuelles; c'est-à-dire 
qu'on a 

sinC, A . sinC, A' sinC, B.sinC, B' 
sinC',A .sinC',A' = sinC',B . sinC'.B' ' 

Cette équation se vérifie aisément ; car les angles qui y entrent sont égaux, 
deux à deux. Ainsi, par exemple, l'angle C,A est égal à l'angle C',A', puisque 
les deux plans C, A' sont perpendiculaires, respectivement, aux deux plans C, 
A. Il s'ensuit que les facteurs des numérateurs sont égaux, un à un, aux facteurs 
des dénominateurs, et qu'ainsi l'équation est vérifiée. 

Cette équation est une de celles qui subsistent quand on y remplace les 
sinus des inclinaisons des plans par les segments que ces plans font sur une 
transversale quelconque. Soit donc une transversale menée arbitrairement dans 
l'espace, et soient a, a', b, b' , c, c' les points où les six plans A, A', B, B', C, C 
la rencontrent ; on aura entre ces points la relation 



[JMPA 1837:414] 



c a . c a 



cb . cb' 
c'b . c'b' ' 
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Supposons que la transversale soit une génératrices D' de Phyperboloïde, et 
soient a, a' , j3, (3' , 7, 7' les points où les six plans sont tangents à l'hyperboloïdc ; 
alors les six droites aa, a'a! , [3b, j3'b' , 7c, 7'c' seront six génératrices du second 
mode de génération de l'hyperboloïdc. 

Considérons le quadrilatère formé par les quatre génératrices D, D', 7c, 7'c', 
dont les sommets, pris consécutivement, sont 7, c, c', 7'. On sait que pour une 
génératrice quelconque qui s'appuie en /! et m sur les deux côtés opposés 77', 
ce' , on a la relation constante 

me n'y 

me' ^7' ' 

où k est une constante 1 . [JMPA 1837:415] 

Prenant successivement, pour la génératrice \xm, les quatre droites aa, a'a', 
f3b, fi'b' , on aura 



ac 
ad 


= k 


07 
ay 


a c 
Vc 1 


= k.^L 
a 7 


bc 

be 1 


= k. 


Pi 
Pi" 


b'c 
Vd 


~ P'i 



D'après ces relations, l'équation ci-dessus devient celle-ci : 

7a . 7c/ 7/3 . 7/3' 
j'a . j'a' 7'/3 . j'f3' 

a, a' , (3, f3' , 7, 7' sont les points de contact des six plans A, A', B, B', C, C avec 
l'hyperboloïdc, et par conséquent avec la surface gauche. Et si l'on ne considère 
que les trois plans A, B, C qui sont menés arbitrairement par la génératrice D, 
nous dirons que a, [3, 7 sont les points où ils touchent la surface, et a! , 0', 7' les 
points où ils lui sont normaux. L'équation ci-dessus exprime donc une propriété 
générale de la surface, relative aux trois plans A, B, C. Cette équation est celle 
qu'on appelle involution de six points ; nous pouvons donc dire que 

Si l'on mène trois plans quelconques par une génératrice d'une surface 
gauche, les trois points où ils seront tangents à la surface, et les trois points 
où ils lui seront normaux seront six points en involution. 

Maintenant supposons que le plan C soit mené parallèlement à la génératrice 
de la surface qui est infiniment voisine de la génératrice D ; alors le point de 
contact du plan C avec la surface sera à l'infini ; ou, en d'autres termes, la 
courbe d'intersection de la surface par le plan C ne rencontrera la génératrice D 
qu'à l'infini, puisque ce plan rencontre la génératrice infiniment voisine à l'infini. 
Ainsi le point 7 est à l'infini, et l'équation ci-dessus se réduit à 

j'a . j'a' = if3 . if3' . 

Donc le produit des distances des deux points a, a' au point 7' est égal au 
produit des distances des deux points (3, (3' au même point 7'. 



1 J'ai démontré ce théorème dans le tome II de la Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, 
p. 446. Depuis il a été reproduit dans plusieurs traités de Géométrie descriptive. 
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Ce qui démontre le théorème énoncé. 

Observations. Le point 7' est, comme on voit, celui où le plan mené par la 
génératrice D, parallèlement à la génératrice infiniment voisine, est normal à [JMPA 1837:416] 
la surface. Appelons O ce point, au lieu de 7'. Ce point O jouit de quelques 
propriétés géométriques. 

Pour déterminer ce point, il faut concevoir le plan mené par la génératrice D 
parallèlement à la génératrice infiniment voisine D', et mener par la droite D un 
second plan perpendiculaire à ce premier ; puis chercher le point où ce second 
plan touchera la surface : ce point de contact sera le point O. Or le second plan 
passera par la droite qui mesure la plus courte distance des deux génératrices 
D, D'. Cette droite, qui est infiniment petite, est située sur la surface ; le point 
où elle s'appuie sur la génératrice D est donc le point de contact du second plan 
avec la surface. C'est donc le point O. 

Ainsi, le point O est le point où la droite qui mesure la plus courte distance 
entre la génératrice D et la génératrice infiniment voisine, s'appuie sur la pre- 
mière. 

Que par tous les points de la génératrice D on mène des plans perpendicu- 
laires à cette droite, et des tangentes aux courbes d'intersection de la surface 
par ces plans ; ces tangentes s'appuieront sur la génératrice infiniment voisine 
D', et formeront un paraboloïde hyperbolique tangent à la surface suivant la 
génératrice D. 

Le sommet de ce paraboloïde est le point O. 

En effet, ce qui caractérise le sommet d'un paraboloïde, c'est que le plan tan- 
gent en ce point est perpendiculaire aux deux plans directeurs du paraboloïde 2 . 
Or le premier plan directeur du paraboloïde est perpendiculaire à la génératrice 
D ; le plan tangent en O lui est donc perpendiculaire. Le second plan directeur 
est parallèle aux deux génératrices D, D' ; et, par conséquent, perpendiculaire 
à la droite qui mesure la plus courte distance de ces deux génératrices ; donc le 
plan tangent en O, qui passe par cette droite, est perpendiculaire à ce second 
plan directeur. Donc le point O est le sommet du paraboloïde. 

Maintenant supposons que le paraboloïde tourne autour de la génératrice D, 
et fasse un quant de conversion ; ses génératrices qui étaient perpendiculaires 
à la droite D lui seront restées perpendiculaires et seront devenues normales à [JMPA 1837:417] 
la surface, puisqu'elles étaient situées auparavant dans ses plans tangents. On 
conclut de là que 

Les normales à une surface gauche, menées par les différents points d'une de 
ses génératrices, forment un paraboloïde qui a son sommet au point O déterminé 
ci-dessus. 

De ces considérations résulte la construction suivante du point O : 

Qu'en trois points de la génératrice D on mène les normales à la surface ; 
qu'on cherche une droite qui s'appuie sur ces trois normales, et qu'on mène la 
droite qui mesure la plus courte distance entre cette droite et la génératrice 
D ; le point où cette plus courte distance s'appuiera sur la génératrice D sera le 



2 Les plans directeurs d'un paraboloïde sont les deux plans auxquels les génératrices des 
deux modes de génération du paraboloïde sont respectivement parallèles. 
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point O. 

Enfin, l'équation 

Oa . Oc/ = 0/3 . 0/3' 

donne un autre moyen pour construire le point O ; car les points a, a', /3, /?' 
étant connus, cette équation fait connaître le point O. 

Sur chaque génératrice d'une surface gauche il existe un pareil point O, qu'on 
peut définir aussi comme étant le sommet du paraboloïde normal à la surface 
suivant la génératrice. Tous ces points forment sur la surface une ligne courbe qui 
jouit de diverses propriétés que nous examinerons dans un autre article. Nous 
nous bornerons à dire ici que, sur un paraboloïde, cette courbe est l'ensemble 
de deux paraboles qui ont pour axe commun celui du paraboloïde. 
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TROISIEME MEMOIRE 



[JMPA 1837:418] 



Sur le développement des fonctions ou parties de fonctions en séries 
dont les divers termes sont assujétis à satisfaire à une même 
équation différentielle du second ordre, contenant un paramètre 
variable ; 

Par J. LIOUVILLE 1 . 

(Présenté à l'Académie des Sciences. — Août 1837.) 



I. 



1. Dans ce troisième mémoire, comme dans les deux précédents, je considère 
les fonctions V qui satisfont à l'équation différentielle 



(1) 



et aux conditions définies 



k^) 
dx )_ 

dx 



+ {gr-l)V = 0, 



(2) 
(3) 



dV 

dx 

dV 

dx 



hV = pour x = x, 



HV = pour x = X 



x est une variable réelle qui peut croître depuis x jusqu'à X : h, H sont deux 
coefficients positifs, et g, k, l trois fonctions positives de x. Pour que les équations 
(1), (2), (3) aient lieu en même temps, il faut que le paramètre r soit choisi 
parmi les racines (réelles et positives) r 1; r 2 , r 3 ,. . . d'une certaine équation 
transcendante w(r) = 0. Cela posé, on veut démontrer la convergence et trouver 
la somme de la série 



[JMPA 1837:419] 



(4) 



S < 



V gVf(x)dx 



gV 2 dx 



dans laquelle le signe S s'applique aux valeurs de r dont il vient d'être question 
et où f(x) représente une fonction réelle 2 de x. Cette fonction f(x) est arbi- 
traire : elle peut changer de forme ou d'expression analytique dans l'étendue 



1 Voyez le tome I er de ce Journal, page 253 et le tome II, page 16 (PDF:19). 
2 Si la fonction f(x) était imaginaire et de la forme fi(x) + \/— 1/2(2:), on décomposait la 
série (4) en deux autres séries semblables, relatives aux deux autres fonctions réelles fi(x), 

Î2{X). 
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des valeurs de la variable ; mais nous supposerons en général que pour chaque 
valeur déterminée de x elle prend une valeur unique et déterminée, et que, de 
plus, elle croît infiniment peu lorsque la variable x elle-même subit un accrois- 
sement infiniment petit. J'ai démontré le premier la convergence de la série (4), 
dans un mémoire imprimé à la page 16 (PDF: 19) de ce volume; mais l'analyse 
dont j'ai fait usage alors, quoique simple et élégante, n'est pas encore assez gé- 
nérale. En effet, elle exige que les dérivées premières et secondes des fonctions 
g, k, f(x) ne deviennent jamais infinies lorsque x croît de x à X, et que, de plus, 
f(x) vérifie les deux conditions suivantes : 



(5) 



df(x) 

dx 
df(x) 

dx 



hf(x) = pour x = x, 
H/(x) = pour x = X. 



Je me propose ici de faire disparaître, autant qu'il me sera possible, ces 
restrictions diverses, et surtout celles relatives à la fonction f(x). Il me suffira, 
pour cela, de modifier un peu la méthode dont je me suis servi précédemment, 
ce qui, je dois l'avouer, en altérera l'élégance. Mais la démonstration nouvelle 
qui résultera de ce changement sera aussi rigoureuse que l'ancienne et beaucoup 
plus complète. En l'exposant j'admettrai, pour plus de simplicité, que des deux 
nombres h, H aucun n'est infini. [JMPA 1837:420] 

2. Il faut d'abord, comme dans mon second mémoire, changer de variable 
indépendante et remplacer la fonction V par une autre fonction U. Posons 

f.efc, 0=-±, V = *U, r = P 2 : 



l'équation (1) deviendra 



d 2 XJ . 2t 



(6) +^u = AU, 



dz 2 



A représentant la quantité 




k d^gk d9 j-r d 2 9\ 

g dz dz dz 2 ) 

Quant aux équations (3), (4), si on leur applique les mêmes transformations, 
elles prendront la forme 

(7) h'U = pour z = 0, 

dz 

(8) — +H'U = pour^ = Z, 

dz 

Z étant la valeur de z qui répond à X = X : h', H' désignent deux constantes 
différentes de h, H, et qui ne sont pas assujéties, comme ces dernières, à la 
condition d'être positives. 

326 



On aura en même temps, par un calcul très simple, 



g V 2 dx= / XJ 2 dz. 



En faisant 



on aura aussi 



f(x)ygk = I(z), 



gVf{x)dx = / \]{(z)dz. 

Représentons par 6T le terme général de la série (4) : cette série sera exprimée [JMPA 1837:421] 
par #£T, et la valeur de T pourra se mettre sous la forme 

U / \]i(z)dz 

(9) T=^L , 

V 2 dz 
o 

que nous lui attribuerons désormais exclusivement. Nous considérerons, dans les 

numéros qui suivent, les termes de la série ET qui répondent à des valeurs de 

p très grandes, et nous démontrerons la convergence de cette série, quelle que 

soit la fonction f(x). Pour l'exactitude de nos raisonnements, il suffira que la 

valeur absolue vA 2 de la fonction À soit tellement composée en z que l'intégrale 
z 

V A 2 . dz ait une valeur finie et puisse être regardée comme équivalente à la 
o 
somme de ses éléments. Cette condition est remplie, dans certains cas, même par 

une fonction A qui devient infinie pour une ou plusieurs valeurs de z comprises 

entre et Z. Quand la convergence de la série (4) aura été ainsi démontrée, on 

pourra conclure de la méthode développée dans mon premier mémoire, que la 

somme de cette série est f(x) depuis x = x jusqu'à x = X. Pour l'exactitude 

de l'équation f(x) = #£T, il n'est pas du tout nécessaire que la fonction f(x) 

satisfasse aux conditions (5) : ces conditions, que j'ai imposées mal à propos à 

la fonction f(x) dans mes deux premiers mémoires, sont inutiles et doivent être 

absolument mises de côté. 

II. 

3. Désignons, comme dans mon second mémoire, par A', U', ce que deviennent 
A et U lorsqu'on y remplace z par z' : nous tirerons de l'équation (6) l'équation 
nouvelle 

(10) U = cos pz + h ' am P z + I f a'U' sin p(z - z')dz', 

P PJo 

qui a été donnée déjà à la page 24 (PDF:25) de ce volume. Cette valeur de U 
satisfait à la fois à l'équation indéfinie (6) et à la condition définie (7) : elle 
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suppose que l'on ait pris pour unité la valeur arbitraire de U relative à Z = 0. 
On peut s'en servir pour trouver une limite supérieure de la plus grande valeur 
absolue que U puisse prendre lorsque z croît de à Z. Soit en effet Q cette [JMPA 1837:422] 



z 



valeur maxima. Si la quantité vA 2 est telle que l'intégrale / v A 2 . dz puisse 

être regardée comme équivalente à la somme de ses éléments, il en sera de même 
à fortiori de l'intégrale 

z 
A'U' sin p(z — z')dz : 

la valeur de cette dernière intégrale augmentera donc en remplaçant A' par v A' 2 , 

U' par Q, sm p(z — z') par l'unité et z par Z : d'un autre côté, le maximum de 

h' sin pz I fh'\ 2 . 

cos pz H est Wl + — : donc le second membre de 1 équation (fO) 

p V v P > 

est constamment plus petit que 



et con 


{ 

ime, d'un autre côté 

Q< 

pour des valeurs de 


0' + ?jf^ 

, il peut devenir égal à Q, cela exige 


que 


l'on 


ait 


Ainsi, 


p supérieures à / vA 2 . dz, il vient 






\M-) 2 

f - - / V>? . dz 
PJo 





On peut donc trouver une limite indépendante de p au-dessous de laquelle Q et 
U tomberont toujours, pour des valeurs de p de plus en plus grandes : afin de 
mieux préciser cette limite, nous dirons que l'on a par exemple U < 2 lorsque le 
paramètre p est suffisamment grand. Ce théorème a été démontré, mais d'une 
manière moins générale, dans mon second mémoire. 

III. 

4. En différenciant l'équation (10) par rapport à z, on obtient la valeur de [JMPA 1837:423] 

d\J . . . d\J 

— : il est aisé d'en déduire ensuite celle de h H U relative z = Z, et par 

dz dz 

conséquent de former, d'après la condition (8), l'équation dont les valeurs de p 
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dépendent. En posant, comme dans le mémoire déjà cité, 

P = h ' + B.' + f Z À'U' ( cos pz' - ^ Sln PZ ' ) dz' , 
P' = h/ A'U' Vsmpz)dz, 



cette équation sera 

(11) tangpZ= — . 

p — Y' 

D'après la composition des fonctions P et P', on voit que pour de grandes 
valeurs de p elles ne peuvent jamais dépasser un certain maximum absolu indé- 
pendant de ce paramètre et facile à calculer : en se rappelant que l'on a U < 2, 
on trouve en effet 





/ ,-uv* r>. /-z 




P < v / (/i' + H') 2 + 2Wl+(^ — j ./ W.dz 


d'où résulte 


,z 




P < JW + H') 2 + 2V2 . / V\ 2 .dz, 



,z 

P' < I + 2V2. / Vtf.dz, 
Jo 



dès que le paramètre p a une valeur numérique supérieure à celle des deux 
quantités H', H'/i' : il est inutile d'avertir que dans ces inégalités les radicaux 
sont tous pris positivement. 

On trouvera de même une limite indépendante de p pour les deux dérivées 

dV dP' 

— , . On peut conclure de là que pour des valeurs de p très grandes, le [JMPA 1837:424] 

dp dp 

second membre de l'équation (11) et sa dérivée prise par rapport à deviennent 
de très petits nombres. 

5. Maintenant mettons l'équation (11) sous la forme 

(12) tangpZ ^7=0. 

p — P' 

Désignons par n un nombre entier très grand et substituons au lieu de p les deux 
quantités 

1/mr -D' z( n7r+ D 
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dans la fonction 



tang pZ 



par ces substitutions, le ternie tangpZ deviendra successivement — 1, +1 : le 
second terme au contraire sera très petit. Donc, la fonction dont il s'agit (fonc- 
tion qui reste évidemment continue entre les limites citées) passera du négatif 
au positif, d'où l'on doit conclure que entre les limites 



1 



1 



il existe une racine de l'équation (12) ou de l'équation (11). Je dis de plus qu'il 
n'y en a qu'une ; car, dans le cas contraire, il faudrait que la dérivée prise par 

rapport à p de la fonction 

P 

tang pZ — 



pût devenir égale à zéro entre ces limites, ce qui n est pas, puisque lorsque pZ 

7T . 7T 

varie depuis rwr — — jusqu'à n~K H , la dérivée de tangpZ est toujours > Z, 

P 

tandis que celle de 



— - est très petite. 
Il y a de même une seule racine entre 



1 



( n + 1)ït - J] et - [(n + 1)tt + j] , 



entre 

ZL V ~ 4 

Mais il n'en existe aucune entre 



1 I", s 7!" 

\{n + 2)TT 



1 



et -|"(n + 2)7r+ jl, de. 



et - [(n+ 1)tt- -|, etc.. 



entre 



\ [(n + l> + 2 



et -[(n + 2)7r- ^|, de. 



comme on peut s'en assurer en observant que, pour les valeurs de p comprises 
dans chacun de ces intervalles, on a tang 2 pZ > 1. 
6. La racine p comprise entre 



1 



et 



1 



Z V 4/ Z 

s'obtient du reste sans difficulté puisque l'équation (11) résolue donne 

P 



pZ 



arc tang ■ 



[JMPA 1837:425] 
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P P P . mr , 

en remplaçant arctang par ou par —, et ensuite p par — dans 

p — P' p — P' p ' Z 

P 
la fraction —, on aura une expression de p très approchée. On voit par là que 

P 
la valeur de p est de la forme 

(!3) p=— + — , 

Z n 

B n étant une fonction de n dont la valeur absolue restera toujours inférieure à 
une certaine limite, indépendante de n, que l'on pourrait assigner. 

7. Les racines qui viennent après celles-là par ordre de grandeur s'en dé- 
duiront en augmentant successivement le nombre n d'une unité. En les élevant 
au carré, on obtiendra les valeurs correspondantes du paramètre r : on pour- 
rait même démontrer que la (n + l) œme des racines n, r2, etc., est précisément [JMPA 1837:426] 

exprimée par 

'mr B„ \ 2 

Z n / 

c'est ce que j'ai fait voir à la page 30 (PDF:30) de ce volume et ce sur quoi il 
est inutile d'insister ici. Il suffit d'observer que la partie principale des racines 
p fournies par la formule 

nn B„ 

P = -7T+ 

Z n 

croît proportionnellement au nombre n. 

Dans la suite de ce mémoire, nous désignerons par la caractéristique *& (et 

aussi par \&', ty", VP'" ,. . .) toute fonction de n qui ne dépassera jamais un certain 

P 
maximum absolu N : — sera par exemple une de ces fonctions, d'où il est aisé 
n 

de conclure que les séries ayant pour terme général — ou -^ sont convergentes, 

np p 1 

puisqu'en remplaçant p par n( — ) elles se ramènent à la forme £< — ^ >. 

IV. 

8. Considérons les deux intégrales 



(14) / î(z) sin pzdz, / î(z) cos pzdz, 

i(z) désignant la fonction de z qui se trouve au numérateur de la fraction (9) ou 
plus généralement une fonction déterminée de z qui ne devienne jamais infinie. 
Je dis que ces deux intégrales, considérées comme fonctions de p, sont de la 

forme — . Pour établir ce théorème très utile et, je crois, déjà connu, il suffira 

P 
de montrer que la valeur de chacune d'elles est inférieure à 

2(p+g+l).fi 
P 
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fi étant le maximum absolu de î(z), p le nombre de fois où la fonction î(z) 
change de signe entre les limites 0, z, et q le nombre de fois où (sans changer 
de signe) elle cesse d'être croissante ou constante pour devenir décroissante, ou [JMPA 1837:427] 
bien cesse au contraire d'être décroissante ou constante pour devenir croissante. 
Or, soient z' , z",..., z^ p+q ' les valeurs pour lesquelles s'effectue ainsi un 
changement dans l'état de la fonction, en sorte que de l'une de ces valeurs à 
la suivante cette fonction ait un signe invariable et soit toujours croissante ou 
toujours décroissante, ces derniers mots n'excluant pas toutefois les cas où elle 
resterait constante. Chacune des intégrales (14) se partagera en (p+q+l) autres 
intégrales prises, la première entre les limites 0, z' , la seconde entre les limites z', 
z",. . ., la dernière entre les limites z^- p+q > et z. Désignons par a une quelconque 
des quantités 0, z' ', z" ,. . ., et par b celle qui la suit immédiatement dans l'ordre 
des indices. Si je prouve que la valeur numérique de chaque intégrale partielle 



M 



i(z) sin pzdz, M 



ï(z) cos pzdz 



2fi 
est inférieure à — , il sera prouvé à fortiori que les intégrales (14) sont toutes 

P 



deux plus petites que 



2(p- 



l).fi 



conformément au théorème énoncé. 



P 



Soit m' le nombre entier immédiatement supérieur à — , et (m + m') le 

7T 



- Pb 



m tt 



nombre entier immédiatement inférieur à — . Depuis z = a jusqu'à z = , 

Tï p 

ï(z) sin pzdz conservera toujours le même signe : pour fixer les idées, admettons 

m'ir (ml + l)ir 



que ce soit le signe + : entre les limites z 



z 



il est clair que la 



P P 

valeur de f(z) sin pzdz sera au contraire négative, puis elle redeviendra positive 

(m' + lW , (m' + 2)7r " . . , . 
depuis z = jusqu à z = et ainsi de suite. Partageons 

P . P 

l'intégrale M en un certain nombre d'autres intégrales prises, la première depuis 

m'ir il. ?71 ' 7r ( m ' + l) 71 " 
z = a jusqu à z = , la seconde depuis z = jusqu à z = ,. . ., 

P P P 

(jyi -i- ffi )7f 

la dernière depuis z = jusqu'à z = b. Ces diverses intégrales, dont 



nous désignerons par Do, Di, D2,. . ., D m _i, D m , D, les valeurs absolues seront [JMPA 1837:428] 
alternativement positives et négatives. De plus, si la valeur absolue de ï(z) est 
décroissante, il est aisé de voir qu'on aura 

Di >D 2 ... >D m _i >D m >D, 

tandis qu'il viendra au contraire 

D m >D m _!... >D 2 >Dj >D , 

si la valeur absolue de f(z) est croissante. Dans le premier cas, l'intégrale M 
sera comprise entre Dp et Dq — Di et par conséquent sa valeur numérique sera 
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inférieure au plus grand des deux nombres Do, Di : dans le second cas, cette 
valeur numérique sera inférieure au plus grand des deux nombres D, D m . Or, 
toutes les quantités Do, Di. . ., D m , D grandissent lorsqu'on remplace f(z) par son 
maximum fi : de plus Do et D peuvent grandir encore si, après ce changement, 

on remplace a par et b par . Or, quand on a effectué 

P P 

ces diverses opérations, ces intégrales deviennent toutes égales entre elles et à 

2fi 2fi , , 

— donc auparavant elles étaient < — : donc à fortiori la valeur numérique 

P P 

2f 
de M est < — . Une démonstration semblable s'appliquera à l'intégrale M'. 
P 

V. 

9. Il est aisé de trouver à quelle forme on peut réduire l'intégrale / \Ji(z)dz. 

Jo 
Puisque l'on a 

h' sin pz 1 f z , . . , , 

U = cos pz H 1 — / AU sm p(z — z )dz , 

P PJo 

ou, ce qui est la même chose, 

tt cos P z f Z \tt ■ ,7 
U = cos pz / AU sin pzdz 

P Jo 



sin pz t . f \ 

H in + / AU cos pzaz I , 



l'intégrale en question est composée de trois parties distinctes : la première, 

r * 

savoir / f(^) cos pzdz, est de la forme — , d'après ce qu'on vient de démontrer. [JMPA 1837:429] 
Jo P 

Je vais montrer que les autres sont de la forme — ^. En effet l'intégrale double 

P 2 

î(z) cos pzdz / AU sin pzdz, 
o Jo 

à l'aide d'une intégration par parties et en posant 

f(z) cos pzdz = — , 
o P 

devient 

* r z î r z 

— / sin pzdz / AU^P sin pzdz : 

P Jo P Jo 

*' 1 
par suite elle prend la forme — lorsqu'on la multiplie par . De même l'inté- 

P ' P 

grale 



î(z) sin pzdz ( h' + / AU cos pzdz ) , 



>o 
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à l'aide d'une intégration par parties et en posant 

f(z) s'm pzdz = —, 
o P 



devient 



— ( h 1 + / AU cos pzdz ) / AU\I/ cos pzdz : 

P v Jo ' P h 



*' 1 

par suite elle prend la forme — ^ lorsqu'on la multiplie par -. 

9 z P 

10. La propriété de l'intégrale / f(z)U<iz que nous venons de démontrer 

Jo 
subsiste encore lorsque sa limite supérieure devient égale a Z. On en conclut 

que le numérateur du terme général T de la série ET est de la forme 











P 


+ 


7 


valeur de 


P 


étant 


précisément 









[JMPA 1837:430] 



quant au dénominateur / U dz, il est égal à 

'o 



cos pz I i(z) cos pzdz : 



z 

2, 



Z 2 2 f Z 1 f Z 2 

cos pzdz H — / cos pz . Kdz H — ^ / R dz, 
o ' P Jo P Jo 



R représentant la quantité 



Or, 



h'smpz+ / A'U'sinp(z — z')dz' 
Jo 



2 Z sin 2pZ 

cos pzdz = — h 



o 



2 4p 



z 

2, 



on voit donc qu'abstraction faite des termes divisés par p la valeur de / U dz 

Jo 

se réduit à — . D'après cela on peut écrire 

Z , Z / *' 

U 2 dz= -11+ — 



P 

ce qui donne 

* *'\ 2 

1 

2 



P P- Z 
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( 1+ V) 



Mais cette valeur de T peut elle-même se mettre sous la forme, 

2* *" 

T = 1 , 

pL p 2 ' 

et la série S— =- est convergente. Donc, pour prouver la convergence de la série 

P. 
ET, il suffit d'établir celle de la série plus simple 

* f z 

S — ou Scospz / î(z) cos pzdz 

P Jo 

que nous désignerons par SY. 

f 1. La formule 

ni: B„ 

P = -7T + 

Z n 

donne [JMPA 1837:431] 

mrz zB„ nnz zB„ 

cos pz = cos cos sin sin . 

Z n Z n 

~ ^B„ , , . * * 2;B n 

On a sin = aux quantités près de la forme — ou — et cos = f aux 

n n p n 

quantités près de la forme — . Il est donc permis de poser 

p 2 

WKZ VP' 

cos pz = cos 1 

Z p 

et l'on pourrait écrire aussi 

mrz zB n *" 

cos pz = cos sin pz H =- 

Z n p 2 

On a donc d'abord 

Y = cos 1 / ilz) cos pzdz, 

valeur qu'il est aisé de réduire à la forme 

v n7rz f Z r^ j m *" 
Y = cos / f ( z ) cos pzaz H r-, 

Z Jo P 

/" Z * 

en se rappelant que l'intégrale / î(z) cos pzdz est de la forme — . En rem- 

Jo ' P 

mrz zQ n $" 

plaçant cos p.? par cos — sm pz + — ^-, et observant que 1 intégrale 

Z n p 

zf(z) sinpzdz est aussi de la forme — , on a ensuite 

o P 

"ïïuz f „, , mrz . vl/ IV 



Y = cos — — / î(z)cos -=— dz + 

Z Jo Z p 2 
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Or la série E — — est convergente, et il en est de même de la série périodique 
P 2 

mrz f z nnz 

E cos / t{z) cos dz 

Z J Z 

dont les géomètres se sont beaucoup occupés 3 . Donc la convergence de la série [JMPA 1837:432] 
EY (et par conséquent de la série ET) est incontestable. 

VI. 

11. Nous avons dit que nous regardions en général la fonction f(x) comme 
assujétie à prendre un accroissement infiniment petit lorsque x croît infiniment 
peu : cependant la démonstration précédente de la convergence de la série ET 
est indépendante de cette restriction : elle ne cesserait pas d'être exacte si, pour 
une ou plusieurs valeurs de x, la fonction f(x) (qui ne devient jamais infinie) 
passait tout-à-coup d'une valeur A à une autre valeur très différente B. Mais pour 
prouver que la somme F(x) de la série (4) est égale à f(x) depuis x = x jusqu'à 
x = X, il faut exclure le cas où les valeurs de f(x) peuvent varier brusquement, 
ou du moins, si ce cas a lieu, il ne faut pas étendre l'équation F(x) = f(x) aux 
abscisses x pour lesquelles l'ordonnée de la courbe représentée par l'équation y = 
f(x) devient ainsi discontinue. Bornons-nous donc aux fonctions f(x) jouissant 
des propriétés indiquées n° 1. Alors, comme nous l'avons déjà dit, l'équation 
F(x) = f{x) se démontrera par la méthode indiquée dans mon premier Mémoire 
et subsistera même aux limites x = x, x = X. Toutefois cela suppose que 
des deux nombres h, H, aucun ne soit infini. Si l'on a par exemple h = oo 
l'équation (2) deviendra 

V = pour x = x : 
on aura donc aussi dans ce cas 

F(cc) = pour x = x; 

et l'équation F(x) = f(x) ne pourra subsister à la limite x = x que si la fonction 
f(x) vérifie la condition f(x) = 0. De même si H = oo, l'équation F(x) = f(x) 
ne pourra subsister à la limite x = X que si l'on a /(X) = 0. Au reste ces 
cas d'exception sont indiqués par notre démonstration même. En effet pour que 
l'intégrale 

g[F(x) - f(x)}V m (x)dx, 

dont on fait usage à la page 263 de tome I er de ce journal, soit égale à zéro quel 
que soit l'indice m, il est nécessaire que l'on ait en général F(cc) = f(x) ; mais 
cette nécessité disparaît pour les valeurs de x qui donnent V m (x) = quel que 
soit m, puisque, pour ces valeurs, l'élément g[F(x) — f(x)]V m (x)dx est nul de 
lui-même indépendamment du facteur F(x) — /(x). 



[JMPA 1837:433] 



3 Pour tout ce qui regarde la convergence des séries périodiques, voyez les ouvrages de 
M. Cauchy et surtout l'excellent Mémoire de M. Lejeune Dirichlet (Journal de M. Crelle, 



tome IV, 2 e cahier). 
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VIL 

12. En terminant ce troisième Mémoire, je ne puis m'empêcher de faire ob- 
server combien est directe et générale la méthode dont je me suis servi pour 
sommer la série (4). Cette méthode s'applique non seulement aux fonctions V 
définies par une équation différentielle du second ordre, mais encore à une foule 
de fonctions données par des équations différentielles d'ordre supérieur. C'est ce 
que l'on peut voir par l'exemple simple que j'ai développé dans mon mémoire 

i 11 .du d 3 u, 

sur 1 intégration de 1 équation — - = — ^ . 

dt dx 6 
Au reste, voici quelques théorèmes que je me contenterai d'énoncer et dont 

le lecteur trouvera aisément la démonstration. Ils serviront à bien montrer la 
généralité de mes principes quoi qu'ils soient fort loin d'embrasser tous les cas 
où ces principes sont applicables. Dans tout ce qui va suivre, x désignera une 
variable réelle comprise entre x et X : f(x), 4>(x), Q(x), Vi, V2. • -, V n . . ., Ui, 
U2. • -, U„. . ., seront des fonctions de x. Pour éviter tout embarras, je supposerai 
que ces fonctions ont, pour chaque valeur de x, une valeur réelle unique et déter- 
minée, et qu'elles croissent infiniment peu lorsque x éprouve un accroissement 
infiniment petit : toutefois cette condition de continuité ne sera pas toujours 
indispensable. Cela posé, [JMPA 1837:434] 

1°. Si les fonctions Vi, V2,. • ., Ui, U2,. . . sont telles que, pour deux indices 
m et n différents, on ait toujours 

x 
V rn V n dx = 

•J X 

et si la série 

Vu Vnf(x)dx 

^<—\ 

V n V n dx 

est convergente, la somme F (a;) de cette série devra satisfaire à la condition 

rX 



/ 



U„[F(x) - f(x)}dx = 0, 



l'indice n étant quelconque. 

2°. Si donc on désigne par Ai, A2,. . . des quantités choisies arbitrairement, 
mais indépendantes de x, et si l'on pose 

P = A1U1 + A 2 U 2 + etc. 



on aura aussi 

cX 



P[F(x) - f{x)}dx = 0. 



Voyez le dernier cahier du Journal de l'Ecole Polytechnique. 
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3°. Si par une détermination convenable des quantités Ai, A2,. . ., on peut 
faire en sorte que P change de signe pour des valeurs quelconques de x, données 
d'avance et ne change de signe que pour celles-là, on aura F(x) = f(x). 

4°. Toutefois si les fonctions Ui, U2, etc., s'évanouissent toutes pour une 
même valeur de x telle que x = a, il pourra arriver que l'équation F(x) = f(x) 
cesse d'avoir lieu pour x = a. Dans le cas où l'équation F(a) = /(a) sera ainsi 
inexacte, la dérivée F' (a) sera nécessairement infinie. 

5°. Si la fonction P jouit de la propriété énoncée (3°.) et si l'équation 

x 
4>(x)XJ n dx = 

a lieu quel que soit l'indice n, on aura nécessairement <j)(x) = 0. [JMPA 1837:435] 

6°. La propriété énoncée (3°.) appartient à la fonction P quand la fonction 

U ra est constamment égale à un polynôme entier de degré (n — 1). 

7°. Elle a lieu encore dans une foule d'autres cas, et spécialement quand 

l'équation 

A 1 U 1 + A 2 U 2 + ... + A„U„ = 

a tout au plus (n — 1) racines tant égales qu'inégales, quel que soit l'indice n et 
quels que soient les coefficients Ai, A2,. . ., A„. 

8°. Si la condition précédente est remplie et si l'équation 



/ 



x 
cf>(x)\J n dx = 



a lieu pour toutes les valeurs de n comprises dans la série 1, 2,. . ., m, la fonction 
4>{x) changera de signe au moins m fois entre les limites x = x, x = X. 

9°. Soit w(r) = une équation transcendante, et n, r2, r^,. . . des racines de 
cette équation. Admettons que la fonction <ï>(x,r) ne devienne identiquement 
nulle pour aucune des racines r de w(r) = 0, tant que x reste indéterminée. Si 
l'équation 

$>(x,r)XJ n dx = 0, 

dans laquelle l'indice n est quelconque, a lieu pour la fonction particulière $ 
toutes les fois que la racine r est différente de ri, r 2 , etc., et si de plus la fonction 
P jouit de la propriété énoncée (3°.), je dis que la racine réelle ou imaginaire 
dont il s'agit n'existera pas, c'est-à-dire que l'équation w{r) = ne pourra avoir 
aucune racine, réelle ou imaginaire, différente de n, 7*2, etc. 

13. Il serait aisé, je le répète, de généraliser encore beaucoup ces théorèmes. 
Mais nos énoncés deviendraient alors trop vagues. C'est dans les considérations 
exposées ci-dessus que rentrent les résultats obtenus dans les deux notes impri- 
mées page 1 (PDF:6) et page 107 (PDF:88) de ce volume. Dans la première de 
ces notes, on se propose de prouver que l'équation 

x 
x n (j)(x)dx = 0, 
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quand elle a lieu toutes les fois que n est zéro ou un nombre entier positif, [JMPA 1837:436] 
entraîne la suivante <p{x) = 0. Le moyen que j'ai employé pour atteindre ce but 
est, à mon sens, le plus élégant dont on puisse faire usage. Ici l'on a U„ = x n ~ l : 
la fonction P est égale à Ai + A22; + A^,x 2 + etc. et jouit évidemment de la 
propriété énoncée (3°.). On peut donc appliquer le théorème indiqué (5°), et 

c'est ce que j'ai fait. Mais il est bon d'observer que si l'on prenait Ai = 1, 

2 

y y 

A 2 = — , A 3 = , etc., on aurait 



1 



2 2 
yx y x 



1 1.2 



l'équation 



donnerait donc 



_\ 



P<t>(x) = 0, 



X 

e yx <j){x) = 0, 



et, à cause de l'indéterminée y, on en tirerait <fi(x) = 0, ce qu'il fallait démontrer. 
Ici se révèle un nouvel artifice qui consiste à introduire dans Ai, A2, etc. une 
indéterminée y. On peut rattacher à cet artifice la méthode dont nous avons fait 
usage, M. Sturm et moi, dans un mémoire encore inédit dont l'extrait se trouve 
à la page 220 (PDF:176) de ce volume. 
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NOTE [JMPA 1837:437] 

Sur une propriété des sections coniques ; 
Par M. E. PAGES. 



Si, par un point quelconque d'une section conique, on mène les deux rayons 
vecteurs et une normale terminée à l'axe des foyers, la projection de cette nor- 
male sur l'un quelconque des deux rayons vecteurs sera égale au demi-paramètre. 
Considérons d'abord une ellipse : soient z et z' les deux rayons vecteurs, n la 
normale, p sa projection sur chacun des deux rayons vecteurs, h et k les distances 
du pied de cette normale aux deux foyers : soient de plus 2a le grand axe, 2b le 
petit axe et 2c la distance des foyers, de telle manière que z+z' = 2a, h+k = 2c, 
a 2 — c 2 = b 2 . On aura, d'après les propriétés des triangles obliquangles, 

h 2 = z 2 + n 2 - 2pz, 
k 2 = z 12 + n 2 - 2pz'; 

retranchant ces deux équations membre à membre, il vient 

(h + k){h -k) = {z- z'){z + z' - 2p), 

ou, ce qui est la même chose, 

c(h — k) = (z — z)(a — p). 

De cette équation on déduit 

c : a — p :: z — z' : h — k. (1) 

La propriété qu'a la normale de partager l'angle des rayons vecteurs en deux [JMPA 1837:438] 
parties égales, donne la proportion 

z : z :: h : k, 

on en déduit 

z + z : h + k :: z — z : h — k, 



a : c :: z — z : h — k. 
Cette proportion combinée avec la proportion (1) donne 

c : a — p :: a : c, 
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p = = — = demi-paramètre. 

a a 

Le même mode de démonstration s'applique à l'hyperbole. 

Dans le cas de la parabole, l'un des foyers se transportant à l'infini, le rayon 
vecteur correspondant devient parallèle à l'axe, et la projection sur ce rayon est 
égale à la projection sur l'axe ; ce qui explique pourquoi dans cette courbe la 
sous-normale est constante. 

En rapprochant le théorème que nous avons démontré de la propriété qu'a 
le rayon de courbure d'être proportionnel au cube de la normale, on trouve que 
le produit 

rcos i = demi-paramètre, 

r et i désignant le rayon de courbure et l'angle qu'il fait avec le rayon vecteur. 
De cette formule, on déduit une construction géométrique du rayon de courbure 
donnée par M. Abel Transon dans le tome premier de ce journal. 
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SOLUTION NOUVELLE 

D'un Problème d'Analyse, relatif aux phénomènes 
thermo-mécaniques ; 

Par Joseph LIOUVILLE. 

(Présentée à l'Académie des Sciences le 23 octobre 1837.) 



[JMPA 1837:439] 



Ce problème qui consiste à intégrer l'équation 



du du 
dt dx 2 

de telle manière que l'on ait 



b À x 



du 
x — dx. 
dt 



du 
dx 



i=0 pour x = 0, 
+ hu = pour x = 1, 



U = f{x) pour t = 0, depuis x = jusqu'à x = 1, 

a été traité déjà de deux manières différentes par M. Duhamel, dans son second 
mémoire sur les Phénomènes thermo-mécaniques 1 . L'auteur a d'abord fait usage 
d'une méthode assez compliquée, mais très ingénieuse, que M. Poisson a donnée 
dans ses premières recherches sur la théorie de la chaleur. Reprenant ensuite la 
question d'une autre manière, il a, dans une seconde solution, suivi la méthode 
si connue qui consiste à représenter la valeur complète de u par la somme d'un 
nombre infini de termes dont chacun satisfait aux trois premières équations 
et renferme implicitement une constante arbitraire, ce qui permet de satisfaire 
aussi à la condition u = f(x) pour t = 0. On est ainsi conduit à développer la 
fonction f{x) en une série de la forme 



/(x) = H 1 V 1 +H 2 V 2 



H„V I; 



Hi, H2,. . -H n ,. . . étant des constantes, et Vi, V2,. . -V n ,. . . des fonctions connues 
de x. On détermine H n en multipliant les deux membres de l'équation précé- 
dente par un facteur convenable et en intégrant ensuite entre les limites x = 0, 
x = 1, de manière à faire disparaître tous les coefficients Hi, H2,. . . excepte H„. 
M. Duhamel semble regarder cette détermination de H„ comme offrant la diffi- 
culté principale qu'il avait à vaincre pour résoudre le problème proposé. Mais il 
ne s'est occupé ni de démontrer la convergence de la série dans laquelle /(x) se 
développe, ni même d'établir d'une manière incontestable que cette série sup- 
posée convergente a pour somme f(x), du moins entre les limites x = 0, x = 1. 



1 Voyez le Journal de l'Ecole Polytechnique. 



[JMPA 1837:440] 
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J'ai donc cru pouvoir reprendre ici le problème en son entier, afin d'en don- 
ner une solution tout-à-fait rigoureuse. Cette solution du reste n'est fondée que 
sur des principes déjà développés dans d'autres mémoires que j'ai publiés seul 
ou en commun avec M. Sturm : elle servira, je l'espère, à faire reconnaître la 
supériorité de nos méthodes. 

1. Soient b, h deux constantes, x une variable indépendante comprise entre 
zéro et l'unité, t une autre variable comprise entre et oo, et /(x) une fonction 
de x qui ne devienne jamais infinie lorsque x croît depuis jusqu'à 1 : par la 
nature physique du problème que nous voulons résoudre, la quantité (h + 1) 
est essentiellement positive. On propose de trouver une fonction u des deux 
variables x, t, qui satisfasse à la fois à l'équation indéfinie 

du d 2 u 2 f du 

(1) — - = — rr — b x I x—-dx 
K ' dt dx 2 J dt 

et aux conditions définies 

(2) u = pour x = 0, 



du 

(3) h nu = pour x = 1, 

dx 

(4) u = f(x) pour t = 0. 

La fonction u qui vérifie les quatre équations précédentes est tout-à-fait déter- 
minée, et il s'agit d'en trouver la valeur. 

2. D'après la méthode ordinairement suivie par les géomètres pour l'intégra- 
tion des équations différentielles partielles, nous chercherons d'abord une valeur 
de u qui satisfasse aux équations (1), (2), (3), mais non pas à l'équation (4). A 
cet effet nous poserons 

u = Ve- rt , 

r étant un paramètre inconnu, et V une fonction de x que l'on obtiendra en 
intégrant l'équation différentielle du second ordre 

(5) — I + r[V + b 2 x xVdxj=0, 

de manière à satisfaire aux conditions particulières 

(6) V = pour x = 0, 

(7) h hV = pour x = 1. 

dx 

L'intégrale / xVdx étant une constante que l'on peut représenter par C, l'équa- 

Jo 
tion (5) s'écrira ainsi 



d 2 V 
dx 2 



[JMPA 1837:441] 



+ r(V + b 2 Cx) = 0, 
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et son intégrale complète sera 

V = A s'm(x\/r) + B cos(x\/r) — b Cx, 

A et B désignant deux constantes arbitraires. 

La constante B est nulle en vertu de l'équation (6). De plus on doit avoir 

1 
xVdx = G : 
o 

or si l'on développe cette condition et si l'on fait [JMPA 1837:442] 

3& 2 sin(y / r) — y/r cos(y'r) 

Ci = tt; . , 

b 2 + 3 r 

on trouve 

r _Aa 

Quant à la constante A qui reste arbitraire, nous la prendrons égale à — =. Ayant 

V r 
donc 

B = 0, 
nous en conclurons 

(8) V 



1 


C = 


a 
b^r' 


sin(a;y / r) - 


- ax 





s/r 



Il importe d'observer que cette valeur de V ne devient identiquement nulle pour 
aucune valeur déterminée de r, tant que x reste indéterminée. En effet si le 
paramètre r est différent de zéro, il est impossible que la fonction transcen- 
dante sin(xy/r) soit égale à la fonction algébrique ax, et si ce paramètre est nul 

sm(xy/r) a b 2 3a; 

■= — se réduit a x, —^ se réduit a -= , et ion a V = —^ quantité 

Vr Vr 6 2 + 3 6 2 + 3 

qui n'est pas identiquement nulle. 

3. En différentiant la valeur de V il vient 

dV a 

— =cos(xVr) y=, 

ax v r 

de sorte que, pour x = 1, on obtient 

sin(y / r) — a 



V 



Vr 



dV ,- a 

_ = cos( y r) __. 

En portant ces valeurs dans la formule (7), on aura l'équation à laquelle le [JMPA 1837:443] 
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paramètre r doit satisfaire. Cette équation sera 

. ,-, a sinf-v/r) — a 
cos(^) --= + h. — ^M = °> 

V r v r 

ou 

, ,s hsia(\fr) a(h + 1) 
(9) cos(Vr) + ^-i - V Z. ' = 0. 

Nous représenterons toujours par w(r) on premier membre, en sorte que l'on 
aura 

w(r) = h hV pour x = 1. 

L'équation (9) possède une infinité de racines, toutes réelles, positives et inégales 
entre elles. Soient r\, r%,. . .r n ,. . . ces racines rangées par ordre de grandeur, 
ri étant la plus petite : en faisant dans la fonction V successivement r = r\, 
r = T2,. . .r = r n ,. . . on aura une suite de fonctions Vi, V2,. . .V„,. . . dont chacune 
fournira une intégrale particulière de l'équation (1). Avant de montrer comment, 
en réunissant ces intégrales particulières, on forme la valeur complète de u, nous 
allons démontrer les propriétés des racines de l'équation (9) dont nous venons 
de faire mention. 

4. Je vais prouver d'abord que les racines réelles de l'équation (9) ne peuvent 
jamais être négatives. A cet effet je développe w(r) en série convergente. On a 
par les formules connues 

2 
cos(v/f) = 1 - - + - - - - etc., 

sin(v^) = yf (l - _!_ + _L_ _ etc .) , 

et par suite 

cos(^) + — fl = (1 + h) - -(l + -) + ^-^(l + -) - etc., 



2(U 1 11 ,1 1 ». 1 ^2 



a(/i+l) 36 2 (/i+l)/l 1 r 1 



etc. 



^r 6 3 + 3 V3 5 2.3 7 2.3.4.5 

Cela étant, il vient [JMPA 1837:444] 

^ = ( 1 + ^-2( 1+ 3) + 2-r4( 1+ 5 
3& 2 (/j+1)/1 1 r 1 



6 2 + 3 V3 5 ' 2.3 7 ' 2.3.4.5 

Si donc il y avait une racine réelle et négative — R de l'équation (9), les deux 
séries 

R/ h\ R 2 / h\ 

^ 1 + ^ + 2( 1+ 3) + 2-T7( 1+ 5) + -' 



2 V 3/ 2.3.4V 5- 

J7R/l + /i\ 37R 2 /1 + 

2~73 V 5 / + 2.3.4.5 V~ 
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n ; 2.3 V 5 / 2.3.4.5V 7 / 



b 2 

(dans lesquelles on a représenté par 7 le rapport -^ qui est < 1) seraient 

Cr + 3 
égales entre elles, et cela ne se peut puisqu'en les comparant terme à terme on 

trouve que chacun des termes de la seconde série est plus petit que le terme cor- 
respondant de la première, du moins quand le coefficient h est compris (comme 
on le suppose) entre —1 et +00. 

5. Pour démontrer en second lieu que les racines de l'équation (9) sont toutes 
réelles et inégales, il faut s'appuyer sur une formule dont nous aurons souvent 
besoin dans la suite. 

Désignons par V' ce que devient la valeur (8) de V lorsqu'on y remplace r 
par une indéterminée r' . La fonction V' satisfera aux équations (5), (6), et l'on 
aura 

dV 2 f 1 

— » + r'(V + b 2 x / xV'dx) = 0, 

dx z J 

V' = pour x = 0. 

Mais l'équation (7) ne sera satisfaite par cette même fonction que dans le cas 
particulier où l'on prendra r' = une des racines de l'équation (9), ce que l'on 
ne fera pas d'abord. Maintenant je multiplie par les facteurs respectifs V, V les 
deux équations [JMPA 1837:445] 

r 1 d 2 v 

r'(V' + b 2 x / œV'dar) = -^-V, 

J dx 2 

f 1 d 2 V 

r(V +b 2 x / xVdx) = -- rT , 
Jq dx 

après quoi je les retranche et j'intègre entre les limites x = 0, x = 1 : en divisant 
par (r' — r) les deux membres de l'équation à laquelle ce calcul conduit, et 

nommant Q la valeur de V' V pour x = 1, j'obtiens 

dx dx 

VV'dx + b 2 f xVdx f 
1) Jo Jo 



Mais r étant racine de l'équation (9), on a, pour x = 1 

W ,,r/ r n rfV ' 

h hx = w{r ) et par conséquent 

dx _ dx 

réduit donc à — Vtu(r'), ce qui donne 

Q V^(r') 
— = pour x = 1. 



r' - 


r 


dV 

x= 1, — 

dx 


= — hV ; on a aussi 


;(r') - hV 


; la valeur de Q se 



Supposons actuellement que r' soit racine de l'équation (9), en sorte que l'on 
ait zu(r') = : on trouvera 

Q 

r — r 
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si les racines r, r' sont inégales, et 

„ dvj(r) 

Q = -V — i-^- pour x = l, 
dr 

si elles sont égales entre elles. Dans le premier cas il viendra 

(10) / VV'dx + b 2 I xVdx I xYdx = 0, 

■h) Jo Jo 

tandis que l'on aura dans le second [JMPA 1837:446] 

(il) fy dx + b \f\y dx ) 2 = - Y ^ r \ 

V(l) désignant la valeur de V qui répond à X = 1. 

D'après un raisonnement connu, la formule (10) prouve que l'équation (9) 
n'a pas de racine de la forme X + fi\/— 1 : en effet si cette racine existait, la racine 
conjuguée A — [i\J — 1 existerait aussi : on pourrait donc prendre r = \ + [i\/—l, 
r' = A — \i\J — 1 ; en posant r = A + fj,y/—l, V prendra la forme M + Ny — 1, M et 
N désignant deux quantités réelles qui ne peuvent être à la fois identiquement 
nulles (tant que x reste indéterminée) puisque la fonction V est en général 
différente de zéro : il est aisé de voir que l'on aura de même V' = M — N\/— 1 : 
par suite la formule (10) nous donnera ce résultat absurde 



(M 2 + N 2 )dx + b 2 ( xMdx) +b 2 ( xNdx) =0 



o 

Donc il est impossible d'admettre que l'équation (9) ait une racine de la forme 

A + /iV^Ï- 

Les racines réelles de cette équation sont d'ailleurs inégales en vertu de la 

dvj ( t ) 

formule (11), car si la racine r était multiple, la dérivée s'évanouirait en 

dr 
même temps que w{r) et le second membre de l'équation (11) se réduirait à zéro 

tandis que le premier est essentiellement positif. 

6. Les racines de l'équation (9) sont donc réelles, positives et inégales entre 

elles. Pour se convaincre que le nombre de ces racines est infini, il suffit de mettre 

l'équation (9) sous la forme 

. ,-, /isin(v/r) aih + ï) 

cos(yV) = 1= h 1= — , 

y/r Vr 

puis de regarder r comme une abscisse variable entre les limites 0, 00, et de 
construire les deux courbes ayant pour équations respectives 

r /isin(v^) a(h+ 1) 
y = cos(\/r), y = 1 — ; 

\/r x/r 

ces deux courbes se coupent en un nombre infini de points dont les abscisses [JMPA 1837:447] 
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répondent aux racines de l'équation (9). 

Pour démontrer analytiquement le même théorème, faisons r = p 2 l'équation 
proposée deviendra 

hsinp a(h + 1) 

(12) cos p + = 0; 

P P 

et il suffira de considérer les valeurs positives de p. Maintenant soit i un nombre 
entier et positif très grand. Si, dans le premier membre de l'équation (12), nous 

TT TT TT TT 

faisons p = (2i + 1)— — —, puis p = (2i + 1)— + —, le terme cos p prendra 

successivement deux valeurs égales et de signes contraires dont le carré sera ^ '■ 
les autres termes seront très petits. Donc le premier membre de l'équation (12) 
changera de signe en passant d'une de ces substitutions à l'autre, ce qui exige que 

TT TT 

l'équation proposée ait une racine comprise entre les deux limites (2i + 1) , 

TT TT 

(2i + 1) h — . Cette racine est du reste unique; car, dans le cas contraire, il 

faudrait que la dérivée prise par rapport à p de la fonction 

hsm p a(h + 1) 

cos p H 

P P 

ir tt 
devînt égale à zéro une ou plusieurs fois lorsque p croît depuis (2i + 1) 

TT TT 

jusqu'à (2i + 1) h — ; et cela ne se peut puisque, dans l'intervalle cité, tous 

les termes de cette dérivée sont très petits à l'exception du premier — smp qui 
ne change pas de signe et conserve toujours une valeur numérique supérieure à 
V2 

2 ' 

En augmentant i d'une unité, on verra qu'une seconde racine est comprise 

TT TT TT TT 

entre les limites (2i + 3) , (2i + 3) 1 ; une troisième racine existe de 

TT 7T TT TT 

même entre les limites (2i + 5) , (2i + 5) 1 , et ainsi de suite. Mais il 

\ / 2 4' v '2 4 ' 

7T7T TT TT TT TT 

n en existe aucune entre (2i +1) — I — et (2i + 3) , entre (2i + 3) — I — et [JMPA 1837:448] 

TT TT 

(2i+5) —, etc., comme on peut s'en convaincre en observant que, dans chacun 

de ces intervalles, le terme principal cosp du premier membre de l'équation (12) 

V2 
ne change jamais de signe et a toujours une valeur absolue supérieure à . 

, 71" TT TT TT . 

7. La racine p comprise entre les limites (2i+l) —, (2i + l) — \- — s obtient 

du reste sans difficulté puisque si l'on pose 

a(h+ 1) - hsinp = î(p), p = (2i + 1) 



2 



l'équation (12), savoir 

f(p) 

COSjO = . 

p 
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devient 

sm(2i + lj— smcr = ^ ; 

2 (2t + l)-+tr 

d'où l'on tire à très peu près 

(13) *=-, 

tir 

valeur d'autant plus approchée que i est plus grand. On pourrait pousser plus 
loin l'approximation ; mais nous nous contenterons d'observer que, d'après nos 
calculs, les racines p très grandes sont de la forme 

, 7T B, 

(14) p=(2i+l)- + ^, 

i désignant un nombre entier qui croît successivement d'une unité, et Bj une 
fonction de l'indice i dont la valeur absolue ne dépasse jamais un certain maxi- 
mum que l'on assignerait facilement. La partie principale de ces racines croît 
proportionnellement au nombre i, d'où il est aisé de conclure que toutes les séries 

dont le terme général est — ou — sont convergentes, si Vt désigne une fonction [JMPA 1837:449] 

p 2 ip 

de p ou de i qui ne surpasse jamais un certain maximum absolu L, indépendant 
de l'indice i. 

8. Chacune des intégrales particulières 

V ie - rit , V 2 e- r2t ,... V„e^"*,... 

dans lesquelles V„ désigne ce que devient V lorsqu'on y pose r = r n , satisfait à 
la fois aux équations (1), (2), (3). Si donc on désigne par Hi, H2,. . .H„. . . des 
constantes arbitraires et si l'on fait 



u = H 1 Vie- ri * + H 2 V 2 e- r2t + . . . + H n V n e 



r n t 



cette valeur de u vérifiera aussi les équations (1), (2), (3). Mais pour qu'elle 
vérifie la condition (4), il faudra que l'on ait 

f(x) = H1V1 + H 2 V 2 + . . . + H„V„ + . . . . 

Il s'agit maintenant de savoir si (la fonction f(x) étant quelconque) on peut, par 
une détermination convenable des constantes Hi, H 2 ,. . .H„. . . rendre identique 
cette dernière équation, du moins pour des valeurs de x comprises entre et 1. 
D'abord, si l'on admet que la fonction f(x) puisse se développer sous la 
forme 

(15) f(x) = HiVi + H 2 V 2 + . . . + H n V„ + . . . , 

il sera facile de former la valeur de H„. On se servira pour cela de la formule 
(10) qui peut s'écrire ainsi 



V (V + b 2 x / xV'dx) dx = 0. 



'0 
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On a 

r'(V + b 2 x I xW'dx) 
Jo 

la formule en question devient donc 

• i 



d 2 V 
dx 2 



r' sin(xvr r ) : 



(16) 



Vsin(xv r')dx = 0. 



o 



Maintenant multiplions par sin(xy / r^) les deux membres de l'équation (15) et 
intégrons ensuite entre les limites x = 0, x = 1 : il est aisé de voir qu'en vertu 
de la formule (16) tous les coefficients Hi, H2,. . . disparaîtront excepté celui qui 
porte l'indice n, de sorte qu'il restera simplement 



/ f(x) am(x^r^)dx = H„ / 
Jo Jo 



V n sm(xy/r^)dx, 



d'où l'on tire 



H, 



f(x) sm(x^/r^)dx 



Y n sm.(x y/r^)dx 



En adoptant cette valeur de H„, on aura 



(17) 



et par conséquent, 



m 



V„ / f(x)sm(xy/r\l)dx 



(18) 



u = E < 



V„e" 



V„ sm(x^/r^)dx 



f(x) su\{xJr^)dx 



V n sin(xy/r\l)dx 



La formule (18) renferme la solution complète du problème que nous voulions 
résoudre. Mais elle se déduit de la formule (17) dont l'exactitude jusqu'ici n'est 
pas suffisamment démontrée. Nous allons donc considérer en elle-même la série 
placée au second membre de la formule (17). Nous représenterons sa valeur par 
F(x) et nous prouverons 1°. que la série F(x) est convergente, 2°. que l'on a 
F(x) = f(x) pour toutes les valeurs de x comprises entre et 1. 

9. Représentons par T le terme général de la série F(x), ou, autrement dit, 
posons 

(sin px — ax) I f(x) sii 



1 sin pxdx 



sinpa;(sinpa; — ax)dx 



[JMPA 1837:450] 



[JMPA 1837:451] 
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p 2 étant une quelconque des racines de l'équation (9), et contentons- nous de 
considérer les valeurs de p très grandes, les seules dont nous ayons besoin pour 
constater la convergence de la série ET : ces valeurs de p sont de la forme 

P=(2i + l)- + -r, 

comme on l'a vu n° 7 : i désigne un nombre entier qui croît successivement d'une 
unité et B^ une fonction de l'indice i qui ne dépasse jamais un certain maximum 
absolu indépendant de i. Nous désignerons généralement par les lettres ty, Vl/', 
Vl/",. . . les fonctions qui jouissent comme Bj de la propriété dont nous venons 

de parler. Toute série dont le terme général sera de la forme — , q étant un 

il 
nombre > 1, sera convergente : il en résulte qu'on peut au numérateur de la 

fraction T et à son dénominateur (dont la valeur très approchée est |) négliger 

les termes de la forme -^, car ces termes ne produisent dans la série ET qu'une 

i 2 

partie de la forme £ —^ , et par conséquent ne peuvent en aucune manière nuire 

i 2 
à sa convergence. D'après cela, on peut d'abord faire abstraction des termes 

multipliés par a, car en remplaçant y/r ou p par sa valeur, on trouve que a est 

de la forme — . De plus l'intégrale / sin pxdx étant égale à se réduit 

i 2 Jo '2 4p 

à - quand, après avoir mis pour p sa valeur, on néglige les termes réductibles à 

la forme — . Ainsi à ces termes près on a 
i 2 

1 
2' 



sin px(s'm px — ax)dx 
La valeur simplifiée de T est donc [JMPA 1837:452] 



T = 2sinpa; / f(x) sin pxdx. 
Jo 



On peut même la simplifier encore en se rappelant que, par un théorème dont 

j'ai donné ailleurs la démonstration 2 , l'intégrale / f{x) sin pxdx est de la forme 

Jo 

— ou — : on peut donc négliger le produit de cette intégrale par la partie du 
pi 
facteur 



r , (2i+l)Tïx BiX (2i+l)TTx 

sin px égal à sin cos h cos sin ■ 

P L B 2 i 2 



qui est aussi de la forme — , ou, ce qui revient au même, on peut, hors du signe 

i 

r ., . ... -, . (2i + l)irx 
J , réduire an px a sa partie principale sin : de plus en négligeant 



2 Voyez mon troisième mémoire sur le développement des fonctions ou parties de fonctions, 
etc., page 418 (PDF:325) du présent volume. 
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sous le signe J des termes divisés par i 2 , on a le droit de remplacer 

(2i + Vjttx B^x 
sm /yxpar sm 

Nous aurons ainsi 

1 ,/ x/ . [2t+l)irx B;X \ 

j (x) I sm 1 — cos px\dx. 



sm pxpar sin 1 cos px. 

2 i 



(2i + l)irx f 1 „, s / (2i+l)7rx B;X 
T = 2sin > ' '• -' '•■ 



2 ./o 



D'après cette valeur de T, la sérié ET se décompose en deux autres, savoir 

. (2i + l)irx f 1 . (2j+1)ttx ^ 
2Esin / j(x)sm ax, 



2 J 2 

2x^sin^ + 1 ^/ 1 / (,)cosp^. 
i 2 Jo 

La première de ces deux séries est convergente, comme les géomètres l'ont 

démontré depuis long-temps, et pour constater la convergence de la seconde [JMPA 1837:453] 

dont tous les termes sont déjà divisés par i, il suffit d'observer que l'intégrale 

1 * * 

f(x) cos pxdx est de la forme — ou — , conformément à ce que j'ai fait voir 
o P * 

dans le mémoire cité plus haut. 

10. Pour prouver que l'on a F(x) = f(x) entre les limites x = 0, x = 1, 

reprenons l'équation 

V„ / f(x) s'm(x^/r^)dx 

Jo 

i 

YnSi^x^/rQdx 



F (a;) = E < 



Multiplions par sm(xy/j\l)dx les deux membres de cette équation, et intégrons 
ensuite entre les limites x = 0, x = 1. En vertu de la formule (16) cette intégra- 
tion fera disparaître tous les termes du second membre à l'exception d'un seul 

et donnera 

i ,1 

F(x) sin(x y/rZ)dx = / f{x) sin(xy/r^)dx, 

>o Jo 

ou bien 

cl 

[F(x) - /(x)] sm{x^/r^)dx = 0. 

/o 

Mais si l'on désigne par z une variable indépendante et si l'on considère la 

. . sm(xJ~z) . , . , , 

fraction — — — — — , qui est fonction de z, on s assure aisément (tant que x reste 

yjzm(z) 

comprise entre et 1) que cette fraction est décomposable en une infinité de 
fractions simples : par la théorie connue et en représentant par w'(r n ) la dérivée 
dw(r n ) 



dr r , 



on trouve 



sin(x^) _ J sin(xyr^) 



zw{z) ' {(z -r n )y/r^w'(r n ) 
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Soit R le terme général de la série placée au second membre de l'équation que 
nous venons d'écrire. Nous aurons 

sm(xy/r) 



(z — r)y/rw'{r) 

r désignant une quelconque des racines de l'équation (9). Si l'on se borne aux [JMPA 1837:454] 
racines r très grandes, on a, par la formule du n° 7, 

,- (2z + 1)tt B, 

d'où l'on conclut sans difficulté que R est de la forme — et que par conséquent 

i 2 
la série SR est convergente. Maintenant il vient 

• I r\ r i w I sin(x v /rvO 

sinyx^fz) = \/ztjj{z)1j 



{z - r n )^/r^w'(r n ) 

L'intégrale 

i 

\F(x) — f{x)]sm{x^fz)dx 
o 

est donc égale à 



o 



et chacun des termes dont elle se compose est égal à zéro. Ainsi l'on est conduit 
à l'équation générale 

/ [F(x) - f(x)] sm{x^/l)dx = 0; 

et, à cause de l'indéterminée z, celle-ci ne peut subsister qu'autant que l'on a 

\F(x) — f(x)} sm(x\/z)dx = depuis x = jusqu'à x = 1, 

ce qui donne généralement 

(20) F(a;) = f(x) depuis x = jusqu'à x = 1 : 

toutefois comme le facteur sm(xy/z) est nul pour x = 0, il pourra arriver que 
l'on n'ait pas F(0) = /(O) : cette dernière équation dont le premier membre est 
toujours nul ne sera vérifiée que si la quantité /(O) est égale à zéro, ce que nous 
admettons effectivement. [JMPA 1837:455] 

11. Pour bien voir comment l'équation (19) entraîne l'équation (20), il suffit 
de donner à yfz une valeur de la forme Zy/—1, ce qui transforme le sinus de 
Xy/z en exponentielles. On peut aussi remplacer sin(xy/z) par la série x^/z — 
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h etc., et en égalant à zéro le coefficient de chacune des puissances de 

l'indéterminée z dans l'équation (19), on a généralement 

(21) / x[F(x) - f(x)}x 2q dx = 0, 

■h) 

q étant zéro ou un nombre entier positif. Or, si la fonction x[F(a;) — f(x)] n'est 
pas identiquement nulle depuis x = jusqu'à x = 1, l'équation (21) ne peut pas 
subsister à moins que cette fonction ne change de signe un certain nombre m 
de fois : sans cela en effet les éléments de l'intégrale placée au premier membre 
seraient tous de même signe et ne pourraient avoir zéro pour somme. Soient 
donc xi, X2,- ■ .x m les m valeurs de x pour lesquelles F(a;) — f(x) change de 
signe ; et représentons par 

A + Bx 2 + Cx A + . . . + x 2m 

le développement du produit 

i 2 1\i 2 2\ / 2 2 \ 

(X X 1 )(X x 2 )-..(x x m ). 

Si dans l'équation (21) on pose successivement q = 0, q = 1,. . .q = m, et si l'on 
ajoute entre elles toutes les équations ainsi obtenues, après les avoir multipliées 
par les facteurs respectifs A, B, etc., on aura 

1 

x[F(x) - f(x)}(x 2 - x\){x 2 -x\)... {x 2 - x 2 m )dx = 0, 

équation absurde, puisque la quantité placée sous le J ne change jamais de signe 
entre les limites de l'intégrale. On est donc obligé de reconnaître que l'équation 
(21) donne 

a;[F(x) — f(x)} = depuis x = jusqu'à x = 1. 

12. Il nous reste enfin à montrer que la série placée au second membre de [JMPA 1837:456] 
l'équation (18) est convergente pour toute valeur positive de t. Adoptons les 
notations du n° 9 : le terme général de la série dont nous parlons sera Te~ p ' : 
de plus pour établir la convergence de la série ETe p , on pourra, comme on 

l'a vu ci-dessus dans un cas semblable, négliger les termes de la forme — et 
prendre simplement 

T = 2sinpa; / f{x) sin pxdx. 
■Jo 

La valeur numérique de T qui résulte de l'équation que je viens d'écrire est plus 

petite que 2/i, /i étant le maximum absolu de f(x). Par conséquent celle de 

Te~ p ' est inférieure à 2f\e~ p '. Or la série qui a pour terme général 2fie~ p * est 

évidemment convergente donc à fortiori la série ETe _p ' est aussi convergente. 
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NOTE 

Sur l'intégration d'un système d'équations différentielles du second 
ordre, entre un nombre quelconque de variables, analogues à celles 
du mouvement d'un point libre autour d'un centre fixe, sollicité 
par une force fonction de la distance au centre ; 

Par M. BINET, 

Professeur au Collège de France. 



[JMPA 1837:457] 



[1] Les équations dont on va s'occuper ici sont de la forme 



(Pu 



dR 

du ' 



dt 2 



dR 

dv ' 



d 2 x 
Hf 2 



dR 

dx ' 



etc. 



u, v, x,. . . sont les variables principales à déterminer en fonction de t ; R est une 

dR dR u 



etc., en sorte que 



du dr 



fonction de la quantité r = ^/u 2 + v 2 + x 2 + 
dR _ dRv 

dv dr r' 

Lorsque leur nombre ne surpasse pas trois, ces équations se rapportent au 

mouvement d'un point attiré vers un centre fixe, par une force dont l'expression 

f rr> 

est — , et l'intégration présente peu de difficultés, ainsi qu'on peut le voir dans 

dr 
plusieurs traités de mécanique et dans un mémoire récent de M. Poisson, pages 

331 (PDF:258) et 332 du second volume de ce recueil. Je citerai encore, pour son 
élégance, la solution donnée par M. Gabrio Piola, dans un mémoire sur la Méca- 
nique analytique couronné en 1824 par l'Académie de Turin. Pour le cas de trois 
variables, afin d'achever l'intégration, on a recours ordinairement à des considé- 
rations géométriques. Je suis loin de blâmer l'emploi de ces considérations dans 
des questions de Mécanique, qui ne sont en grande partie que des problèmes de 
Géométrie : les résultats obtenus y trouvent souvent une interprétation naturelle 
et simple, et l'analyse y puise, par fois, des ressources précieuses. Mais dès que 
le nombre des variables principales est au-dessus de trois, l'analyste ne peut plus 
guère compter sur les secours de la Géométrie proprement dite. Il convient alors 
qu'il se crée une marche purement algébrique. Celle que nous allons suivre pour 
intégrer les équations dont il s'agit conduit à ce résultat remarquable que, quel 
que soit le nombre des variables, leurs expressions ne dépendent que d'une seule 
fonction différentielle de la variable r à intégrer, pour chaque forme assignée à 
la fonction R. D'autres voies peuvent fournir le même résultat ; mais elles m'ont 
paru présenter une assez grande complication, lorsque le nombre des variables 
est supérieur à trois. 

[2]. Considérons donc les n équations différentielles du second ordre de la 
forme 



(1) 



d 2 u 
~df? 



dR u 
dr r ' 



dt 2 



dRv 
dr r ' 



etc., 



[JMPA 1837:458] 
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entre les n quantités u, v, x, y, etc. et la variable t. 

En les combinant deux à deux, on formera, par l'élimination de — , des 

dr 
équations telles que 

vd 2 u — ud 2 v xd 2 u — ud 2 x 

dT 2 = ' dT 2 = ' etc - 

Ti 1 

d'où l'on tire les intégrales premières, en nombre n . , 



etc. : 

selon la notation ordinaire, nous avons désigné, pour abréger, dans ces formules, [JMPA 1837:459] 

iii i • i-rr du dv 

par u , v , x , etc. les quantités différentielles — , — -, etc. 

La somme des carrés de ces équations donnera 

(2) (vu' - uv') 2 + (xv! - ux') 2 + etc. + (xv' - vx') 2 + etc. = A 2 , 

A 2 représentant une constante positive. En vertu d'un théorème d'algèbre, on 
sait que cette somme de carrés peut être mise sous la forme 

(u 2 + v 2 + x 2 + etc.)(V 2 + v' 2 + x' 2 + etc.) - (m/ + w' + xx' + etc.) 2 = A 2 . 

En multipliant respectivement par du, dv, dx. . ., les équations proposées et 

dud u -\~ dvd v -\~ etc 

les ajoutant, le premier membre du sera la différentielle 

dt z 
u 12 + v 12 + x' 2 + y' 2 + etc. 

de , et le second membre sera aussi la différentielle 

2 

f rr> 

— dr = dR ; on aura donc en intégrant, et prenant B pour une constante 
dr 
arbitraire, 

u' 2 + v' 2 + x' 2 + y' 2 + etc. = 2(R + B). 

Substituant dans le premier membre de l'équation (2), cette valeur, et pour 
u 2 + v 2 + etc. la quantité r 2 , on en déduira 

(W + vv' + xx' + etc.) 2 = 2r 2 (R + B) - A 2 ; 

ii , dr 

mais uu + vv + etc. = rr =r — ; 

dt 

partant r 2 ^- = 2r 2 (R + B) - A 2 ; 

dt 1 

d'où l'on tire 

, x , fdr 

(3) dt ■■ 



A/2r 2 (R + B)-A 2 
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De la même équation l'on déduit encore 

dr 2 A 2 

étant différentiée, et divisée par Idr, elle devient 

d 2 r dR A 2 



[JMPA 1837:460] 



dt 2 dr 



dR 



On peut à l'aide de cette formule éliminer — de la première des équations (1) ; 

dr 
elle donnera, après avoir été multipliée par r, 

rd 2 u ud 2 r A 2 u 
+ — . - = 0; 



dl 2 



<ir 2 



mais 



rd u — ud r = d[rdu — udr] = d \r d I — ) . 
Cette équation pourra donc être mise sous la forme 

d vr 2 d (u\i A 2 u 
dt\- dt \r / i r 2 r 



0; 



ou bien, en la multipliant par 



r 



A 2 ' 

2j r Jl, 



r 2 d rr 2 d /u 
A~dtLAdt\r 



a 



0. 



Elle deviendra plus simple en y employant une variable auxiliaire (fi, telle que 

Adt Adr 



(4) d<f> 

car elle se change en celle-ci : 



ry/2r 2 {R + B)- A 2 ' 

dd(u : r) u 

+ - = 0, 

dcp d(j) r 

u 
dans laquelle — peut être considéré comme une variable principale à déterminer 

r 
en fonction de d>. On aura de la même manière 



d 2 (v : r) v 
d(j) 2 r 



d 2 (x : r) x 
d<j) 2 r 



0, etc. 



[3]. Ces équations s'intègrent séparément, et en désignant par g, h, g,, h,, g„, 



[JMPA 1837:461] 



des constantes arbitraires en nombre 2n, on aura 

u 



(5) 



r 
x 



r 
etc. 



g cos <f> + h sin 0, 

g, cos <fi + h, sin (fi, 

■ <7//Cos (fi + h//sm (fi, 
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De l'équation (3), on tire par l'intégration 

. , f rdr 

(6) t + a 



v /2r 2 (R + B)-A 2 



Le second membre étant une fonction de r, on aura par cette équation la valeur 
de r en fonction de t + a. L'intégration de la formule (4) donnera 

(7) * + /3 ' W ' 



v / 2r(R + B)-A 2 

au moyen de laquelle on obtiendra <j> en fonction de r, et par suite en fonction 
de t + a. Ayant ainsi r et en fonctions de t + a, les équations (5) donneront 
les valeurs des n variables u, v, x, y,. . . en fonctions de t + a, de /?, de A, B, et 
des In constantes, g, g,, g,,,. . . h, h,, h,,. . . ; c'est-à-dire que dans ces expressions 
il entrera 2n + 4 arbitraires. On doit en conclure qu'il existe entre ces quantités 
plusieurs relations, car le problème n'admet que 2n arbitraires. 

[4]. En premier lieu, on voit que la constante /3 ne fera que modifier les 
arbitraires g, h, g,, h,, etc., et que par suite on peut n'y avoir aucun égard 
en la traitant comme déjà comprise dans ces arbitraires. Ainsi le nombre des 
constantes ne doit plus compter que pour 2n + 3. De l'équation r 2 = u 2 + v 2 + 

2 2 2 

2 2 . U V X U V 

X + y + etc. , on tire 1= — H — ^ -\ — ^ + etc. ; substituant les valeurs du —, —, 

etc., données par les équations (5), et représentant g 2 + g 2 + g 2 + etc. par T,g 2 , [JMPA 1837:462] 
gh + g/h/ + etc., par Hgh, etc., on aura 

1 = cos cf>I]g + sin <pT,h + 2sin (f>cos (pYlgh. 

Cette équation devant avoir lieu pour toute valeur de <j>, elle entraîne les trois 
suivantes : 

(8) 1 = S 5 2 , l = £/i 2 , = Y,gh. 

Ces égalités limitent les 2n + 3 arbitraires qui entrent dans les expressions de u, 
v, x, y. . . en fonctions de la variable t, à 2n constantes indépendantes. 

Pour satisfaire à ces conditions, on pourra donner aux arbitraires g, g t , g„, 
etc., h, h,, h„ etc., une forme particulière que nous allons indiquer pour le cas de 
quatre variables u, v, x, y : cet exemple suffira pour faire comprendre un mode 
de composition qui s'étend à un nombre quelconque de quantités g, h, etc., etc. 
Nous poserons donc 

g = cos 7, g, = sin 7 cos 7, , g„ = sin 7 sin 7, cos j„ , 

g,„ = sin 7 sin 7, sin j„ : 

quels que soient les angles 7, "/,, 7,, qui, sont en nombre 4 — 1 = 3, on a mani- 
festement 
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On posera aussi 

h = cos rj, h, = sin rj cos rj, , h„ = sin risui rj, cos rj„, 

h,„ = sin rj sin rj, sin rj,, , 

et les trois nouvelles arbitraires rj, rj,, r/„ donneront identiquement aussi E/i 2 = 1 ; 
il ne restera plus qu'à satisfaire à l'égalité Y,gh = 0, ou bien à l'équation, 

= cos 7 cos rj + sin 7 sin r] cos j, cos rj, + sin 7 sin rj sin 7/ sin rj, cos 7// cos r?// 

+ sin 7 sin 77 sin "f, sin r?/ sin j„ sin 77,/ , 

laquelle déterminera un des angles, par exemple 7, au moyen des cinq autres 7/, 

7„, r/, r?,, 77„. [JMPA 1837:463] 

Si le nombre des constantes g, g,,. . . eût été cinq, on les eût composées ainsi 
avec quatre arbitraires 7, 7/, j„, 7,,, : 

g = cos 7, g, = sin 7 cos 7/ , (j// = sin 7 sin 7/ cos 7// , gui = sin 7 sin 7, sin 7,/ cos j,,, , 

g lv = sin 7 sin 7, sin 7,, sin 7,,,, 

et de même pour h, h,, etc. Cette manière de satisfaire à une équation de la 
forme Y, g 2 = 1 a quelque analogie avec la formule que M. Poisson a donnée dans 
sa Théorie de la Chaleur, page 38. Les 2n quantités g, g,,. . . h, h,,. . . seront donc 
exprimées au moyen de In — 2 arbitraires, liées entre elles par une équation, qui 
réduit le nombre des constantes indépendantes à 2n — 3 ; les constantes a, A, B 
complètent le nombre In. 

[5]. Nous avons fait voir que l'intégration des équations proposées entre les 
variables u, v, x,. . . dépend des deux intégrales 

/voir 
v / 2r 2 (R + B)-A 2 
Adr 

(7) + (3 : 



V2r 2 (R + B)- A 2 



Ces deux fonctions, qui semblent indépendantes, peuvent néanmoins être rame- 
nées à une origine commune. En effet, soit S une fonction de r telle que 



S= ! — v/2r 2 (R + B)-A 2 , 



il est évident que l'on aura par des différentiations partielles : 

dS , „ dS 

(9) t+a =dB> * + ?=-dÂ- 

[6]. Les formules que nous venons d'exposer montrent que les variables u, v, 
x. . . fournies par des équations de la forme 

d 2 u dR u d 2 v dR v 
dt 2 dr r ' dt 2 dr r ' 
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ne dépendent que de la détermination de la seule intégrale S, et de ses deux 
différentielles relatives à A et à B. Ces différentiations, le plus communément, 
s'effectueront sans difficultés et sans introduire de transcendantes supérieures à 
celles dont S sera composé : nous disons le plus communément, car il y a des cas 
où cet énoncé ne sera pas exact, et où le calcul de la différentielle d'une fonction 
introduira des fonctions d'un ordre de difficulté ou de complication autre que 
celui des fonctions différentiées. 

Des recherches sur la théorie de la variation des arbitraires dans les questions 
de Mécanique, appliquées au problème d'un point attiré vers un centre fixe 

par une force — , m'avaient conduit aux équations (9) pour le cas de trois 

dr 
variables u, v, x seulement. Mais il me fut facile d'y reconnaître un corollaire 

d'une proposition générale énoncée par M. Jacobi, et relative à l'intégration des 

deux équations du mouvement d'un point qui doit demeurer dans un plan. Ce 

résultat reçoit ici une extension de généralité notable, en ce qu'il s'applique à 

un nombre quelconque d'équations différentielles du second ordre de la forme 

particulière dont nous nous occupons. 

du dR l ' 
[7]. Nous avons trouvé ci-dessus que l'équation 

r 2 rf ir 2 d(u : r)] u 

Âdtl A~dt 1 + r = 
vdv 

c'est-à-dire que r est une fonction de t 



[JMPA 1837:464] 



on 



t 



se transforme 
dt 1 dr r 

par cela seul qu'il existe entre r et t la relation 



y/2r 2 (R+B)-A*' 



déterminée par cette équation (6) ; et qu'en employant la variable auxiliaire 
de la formule (7), la même équation devient 



d 2 (u : r) u 
dé 2 r 



0, 



dont l'intégrale est 



u = r [g cos </> + h sin ( 



11 en résulte que cette dernière équation doit être considérée comme l'intégrale 
d 2 u dRu . ciR 



générale de l'équation 



dt 2 



— dans laquelle la quantité — — sera une 

dr r ' rdr 



fonction donnée de t + a, A et B. Alors g et h seront les deux constantes [JMPA 1837:465] 

arbitraires exigées par l'ordre de l'équation. 

m 
Afin de donner un exemple, nous supposerons R = — et l'équation à intégrer 

r 
d 2 u 
sera -r-^- H — = U, r étant donnée en lonction de t par l'équation t + a 



! 



B 



mu 

dt 2 ' T 5 " 
rdr 



fi*i 



0, r étant donnée en fonction de t par l'équation t 
^^=. Pour rentrer dans des formules usuelles, nous écrirons 



m 

r 



B 



et A 2 



mo(l 



; l'équation d'où dépend r sera alors t + a 
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rdr 

. On posera ici, à l'ordinaire, 



vn 

— [a 2 e 2 — (a — r) 2 



a — r = eacostp, ou r = a(l — ecostp), 

tp étant une nouvelle quantité auxiliaire, connue des géomètres sous le nom 
d' anomalie excentrique, dans la théorie du mouvement elliptique ; de là il suit 
que 

r â / 

/ fi 2 / TY1 

t + a= / dtp(l — ecos?/0, ou ip ~ esin tp = (t + a)\ — ^; 

./ \/m V a 6 



équation dont on devra tirer la valeur de tp pour la substituer dans celles de r, 
et de <p exprimée en r. Mais 



A -v/ma(l — e 2 )a^dtp(l — ecostp) Vl — e 2 . dtp 

d(p= -^ .dt= j- —, = — ; 

r z y/m . a s {l — ecostp)^ 1 — ecosip 



il s'ensuit que tang — = \ • tang —, en négligeant la constante que l'inté- 

2 y 1 — e 2 

gration aurait pu introduire. D'après cette formule, on aura 



cos ip — e 


a(cos tp — e) 
r 




1 — e cos tp 




sin^Vl — e 2 


osin^Vl - 


-e 2 



1 — e cos tp r 

L'intégrale de l'équation proposée étant [JMPA 1837:466] 

u = r(gcos <p + hsmcp), 
pourra encore être écrite ainsi : 

u = ag(costp — e) + ahsintp \J 1 — e 2 ; 

où l'on n'a plus qu'à remplacer tp par sa valeur en t. Celte substitution exigerait 
la résolution de l'équation 

/ vn 
tp — e sin tp = (t + a)J—^, 

que l'on ne peut obtenir que par la voie des séries et sous de certaines conditions 
limitatives de la grandeur de e. Néanmoins on obtiendra l'intégrale ou la relation 
cherchée entre t et la fonction u, de la manière suivante. Remplaçons d'abord 
les constantes g et h par deux nouvelles arbitraires 7, r\ telles que ag = 7 cos 77, 
a/iVl — e 2 = 7 sin n ; et par suite, nous pourrons écrire ainsi l'équation entre tp 
et u, 

cos(?/; — n) = e cos 77 H . 

7 
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De celle-ci on tire 

ip = î] + arc I cos = — \- e cos r\ 

Cette valeur de ip mise dans l'équation en ip et t lui donne cette autre forme 

[rn ( u \ . (u \ 

(t + 0-)\ — ô = Tj + arc I cos = — h e cos 77 j — esmrd — h e cos 77 1 



— ecosryW 1 — I — h e cos 77) . 

( u 
De cette égalité il sera facile de faire disparaître la fonction arc cos = \- 

V 7 

e cos 77 J en l'isolant dans un seul membre, puis en prenant les cosinus des deux 

membres : ce résultat sera l'intégrale générale de l'équation différentielle du [JMPA 1837:467] 



d 2 u mu 
M 2+ ~ 



second ordre —— 5- H = 0, r étant une fonction de t donnée par les formules 



I vn 
r = a(l — ecosip), %j) — e sin ip = (t + a) \ / — 5- , 

V a 6 

dont on doit éliminer la quantité auxiliaire ip : les constantes 7 et r\ seront les 

deux arbitraires de l'intégration. 

[8] . Nous venons de trouver l'intégrale de l'équation linéaire du second ordre 

d 2 u dR u 

——r = —— . — , où r représente une fonction de t dépendante de la résolution de 
dt z dr r 
l'équation 



(6) t + a = 



rdr 



v /2r 2 (R + B)-A 2 



dans cette dernière formule la quantité A 2 semble devoir être essentiellement 
positive pour que ip ne soit pas imaginaire. L'équation différentielle s'intègre 
néanmoins, mais avec quelques modifications dans la forme des résultats, lorsque 
la formule (6) est remplacée par la suivante où l'on supprime B qui peut être 
compris dans R, 

, rdr 

(6') t + a 



V2r 2 R+ A 2 ' 
En effet, de celle-ci, on tire 

dr 2 A 2 

dt 2 r 2 

par la différentiation, et après avoir divisé par 2dr, on aura 

d 2 r _ dR A 2 
dt 2 dr r 3 
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,. . rfR 

En éliminant —r- de 1 équation proposée, à l'aide de la précédente, elle deviendra 
dr 

d 2 u d 2 r A 2 u 
dt 2 dt 2 r 2 r 

à laquelle on donnera, comme ci-dessus ( ), la forme [JMPA 1837:468] 

r 2 d \r 2 d ( u\ 1 u 



A 2 ' dtY dt \rJ\ r 



Adt Adr 

ou bien, en posant encore dq>\ 



r 2 rV2r 2 R + A 2 ' 

ddiu : r) u 
l'équation se change en k =0; 

d<\>\ r 

alors elle a pour intégrale 

- = oe 01 + he-* 1 , 
r 

g et h étant deux arbitraires, e la base hyperbolique ; et la quantité auxiliaire 
4>\ étant donnée par l'égalité 

Adr 

9i 



-\/2r 2 R + A 2 ' 

On serait arrivé au même résultat en passant du réel a l'imaginaire dans les 
formules du cas que nous avons traité en premier lieu, et où A 2 avait le signe 
— sous le radical : il aurait fallu pour cela remplacer, dans les formules, r par 
ry— T, R par R\/— 1, <f> par (f>\/—l, et enfin changer sin((/>\/— 1) et cos((f>\/— 1) 
en exponentielles réelles. 

On ne connaît qu'un petit nombre d'équations différentielles du second ordre 
intégrables. J'ai cru devoir appeler l'attention des géomètres sur l'équation li- 

d 2 u dR f rdr 

néaire — — = u, où r dépend de t selon la formule t = , parce 

dt 2 rdr J y/2r 2 R + A 2 

que cette classe est fort étendue, R étant une fonction indéterminée de r : elle 
comprend l'équation linéaire à coefficient constant. 
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SOLUTION 

D'un Problème de Probabilité, relatif au Jeu de rencontre; 
Par E. CATALAN, 

Ancien élève de l'Ecole Polytechnique. 



[JMPA 1837:469] 



1. Une urne contient m boules marquées a, b, c, d,. . ., que l'on tire toutes 
successivement, pour les remettre ensuite. Quelle est la probabilité que, dans 
deux tirages consécutifs, n boules sortiront dans le même ordre ? 

Supposons que l'on fasse le premier tirage, et qu'à mesure que les boules 
sortent de l'urne, on écrive leurs noms sur une même ligne ; supposons aussi 
que la même chose ait lieu pour le second tirage, et que la seconde ligne soit 
écrite au-dessous de la première. On obtiendra de la sorte, deux suites composées 
chacune de m lettres, et qui seront par exemple : 



1 er tirage 
2 e tirage 



g, a, h, l, i, c, e, d, . . 
i, l, h, g, b, d, e, /, . . 



(1) 
(2) 



J'appellerai correspondance la rencontre, au même rang, de deux lettres sem- 
blables : ainsi, les lettres h, e forment deux correspondances. 

La question revient alors à celle-ci : 

Quelle est la probabilité qu'en écrivant au hasard les suites (1) et (2), com- 
posées des mêmes lettres, on obtiendra n correspondances ? 

Ecrivons arbitrairement la première ligne ; puis, pour former la seconde, com- 
mençons par faire correspondre n lettres ; nous devrons ensuite écrire les autres 
m — n lettres, de manière qu'elles ne présentent aucune correspondance : je dé- 
signe pour un instant par X m _ n le nombre de solutions dont cette question est 
susceptible. 

Nous aurons alors, pour n correspondances désignées, X m _„ systèmes. Et 
comme les n lettres, au lieu d'êtres désignées, sont quelconques, le nombre X m _ n 
doit être multiplié par le nombre des combinaisons de m lettres, prises n à n; 
quantité que je désignerai par C m , n - 

Ainsi, pour un arrangement quelconque des lettres de la première ligne, il 
y en a C m . n x X m _„ des lettres de la seconde, pour lesquels n lettres corres- 
pondent. De plus, les lettres de la première ligne pouvant être disposées d'au- 
tant de manières que l'indique le nombre des permutations de m lettres, prises 
toutes ensemble, il s'ensuit que le nombre des chances favorables à l'événement 
demandé, est 

(3) 



[JMPA 1837:470] 
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Le nombre total des chances est évidemment (P m ) 2 : donc la probabilité cherchée 
a pour expression 

p= — -^ ; (4) 

* m 

ou bien, en mettant pour C mjn et P m leurs valeurs connues, 

-^'tn— n /-\ 

P ~ 1.2.3...n.l.2.3...(m-n)' [) 

',' 

En remplaçant m — n par /i, la question peut être posée de cette manière : 

Les \i lettres a, b, c, d,. . .h, i étant écrites sur une même ligne, trouver de 
combien de manières l'on peut former une seconde ligne de ces mêmes lettres, 
avec la condition qu'aucune d'elles n'occupe le même rang dans ces deux lignes. 

Cette quantité sera désignée par X^. 

Supposons cette opération déjà effectuée pour les /i — 1 lettres a, b, c,. . .h ; 
et considérons l'un quelconque de ces systèmes : 

l rc ligne a, b, c, . . . h, 1 . . 

2 e ligne g, d, a, . . . e. J 

Apportons la /x e lettre i à la fin de chaque ligne ; puis, dans la seconde, changeons [JMPA 1837:471] 
successivement chacune des /z — 1 lettres qui y entrent, en i, et réciproquement. 

Il est visible que nous obtiendrons de la sorte, /i — 1 systèmes, qui feront 
partie des X M systèmes demandés. 

Considérons encore deux lignes de fi — 1 lettres, parmi lesquelles il y ait 1 
correspondance ; par exemple : 

l rc ligne a, b, c, d, . . . h, \ j7 , 

2 e ligne a, /, d, b, . . . e. j l ' 

Ecrivons la /z e lettre i à la fin de chaque ligne ; puis, dans la seconde, chan- 
geons i en a ; nous aurons encore un des arrangements cherchés. Nous pourrons 
faire la même chose pour chacune des /i — 1 lettres a, b, c,. . .h ; et comme, pour 
une lettre qui correspond, il en reste /i — 2, que l'on peut intervertir d'autant de 
manières que l'indique X M _ 2 ! il s'ensuit que 

X M = ( A «-1)(X M _ 1 +X M _ 2 ). (8) 

Il est évident que Xi = 0, et X 2 = 1. On a ensuite X3 = 2.1 = 2, X4 = 3(2+1) = 

9, X 5 = 4(9 + 2) = 44, etc. 

On voit donc que la suite des termes Xi, X 2 , X3,...X^_2, X ([t _i, X M ,... 

forme une série dans laquelle un terme quelconque est égal à la somme des deux 

précédents, multipliée par le rang du terme qui précède celui que l'on cherche. 
3. On peut transformer la formule (8) en une autre plus simple : 
D'abord, pour la symétrie du calcul, posons Xo = 1 : cette valeur satisfait à 

la loi générale, car alors X 2 = l(Xi + Xo). 
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Ensuite, en changeant dans la formule ci-dessus, /x en /i — 2, \x — 4, 
supposant /i pair, nous aurons 



et 






(Ai-l)(X„_i+X„_ 2 ), 

(/i-3)(X M _3 + X Al _ 4 ), 



x 4 
x 2 



3(X 3 
l(Xi 



X 2 ) 
1). 



(9) 



La somme de toutes ces équations est 



X„ 



(j* - l)X„_i + (p - 2)X„_ 2 



3X3 + 2X2 + IX1 + I. 



Changeant /i en (/i — 1), nous aurons, (/x — 1) étant impair, 



X 



M-l 



(/i-2)X M _i 



3X3 + 2X2 + 1X1; 



(10) 
(H) 



d'où 



X„ 



M^- 



M-l 



/i étant impair, nous obtiendrions de même 



X /i = A iX 



La formule générale est donc 

X„ 



A*-l 



MX M _i±l, 



(12) 



en prenant le signe supérieur si /i est pair. 

On voit donc, que, pour obtenir un terme quelconque, il suffit de multiplier 
son rang par le terme précédent, et d'ajouter ou de retrancher l'unité. 

La valeur de X M croît très rapidement avec /i : on a Xi = 0, X 2 = 1, 
X 3 = 2, X 4 = 9, X 5 = 44, X 6 = 265, X 7 = 1854, X 8 = 14 833, X 9 = 133496, 
X10 = 1334 961, Xn = 14 684 570, X i2 = 176 214 841, X i3 = 2 290 792 932, 
X 14 = 32 071 101 049, X 15 = 481 066 515 734, etc. 

4. Déterminons le terme général X„, seulement en fonction de /z. 

En changeant dans l'équation (12), /ien/i- 1, fi — 2,... nous obtiendrons 
les /i + 1 équations, 



Xp 
X 

X 



= /iX M _i ± 1, 

M-i = (M" l)X M _ 2 Tl, 
^_2 = (/i-2)X M _ 3 ±l, 



x 3 

x 2 

Xi 
X 



3X 2 

2Xi 
1X 
1. 



(13) 



[JMPA 1837:472] 
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[JMPA 1837:473] 
Multipliant alors la 2 e équation par /i, la 3 e par /i(n — 1), etc. ; il vient, en 
ajoutant les produits : 

X„ = ±lTA*±M(A*-l)Tit*(/i-l)Gti-2)±... 1 
-/x(/i-l)...3.2 + /i()w-l)...3.2.1 j 

Donc X M esi éga£ à £a différence entre le nombre des permutations de [i lettres 
prises en nombre pair, et celui des permutations de ces mêmes lettres prises en 
nombre impair. 

5. La valeur de X^ peut se mettre sous la forme 

s r i i i i i , s 

X„ = 1.2.3 . . . (u - 1 )u 1 - - + + . . . ± : — . 15 

M VP ;p L 1 1.2 1.2.3 1.2.3... (^- 1)/J 

La série entre parenthèses a une analogie remarquable avec le développement 

de la base des logarithmes népériens : on sait que ce développement a pour valeur 

/ 1 \™ 
la limite de I 1 H ) . De même, la série ci-dessus a pour valeur la somme des 



l 1\™ 
/i + 1 premiers termes du développement de I 1 j , après qu'on y a fait n 

infini. 

En négligeant les puissances supérieures à la première, on a =- = 1 : 

1+- 
n 
il s'ensuit qu'en désignant à l'ordinaire par e la base des logarithmes népériens, 

la série ci-dessus est le développement de -, limité aux fi + 1 premiers termes. 

e 
C'est ce qui devient évident si l'on prend la relation 

9 ^ 

e * = \ + - + — + — + ... (16) 

11.2 1.2.3 y ' 

et si l'on y pose x = — 1. 

Il s'ensuit aussi que la valeur limite de X M est 

1.2.3.4...(/i-l)// 

e 

Comme la série (15) est très convergente, la valeur (17) est très approchée, dès [JMPA 1837:474] 
que /i dépasse une certaine limite, qui n'est pas élevée. En faisant le calcul, on 
trouve que, pour /x > 13, 

- = 0,367 87944119... (18) 

Donc aussi, pour \x > 13, 

X M = 0,367 879 441 19 x 1 . 2 . 3 ... (fj, - l)/i. (19) 
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Enfin, si l'on met pour le produit des /! premiers nombres naturels, sa valeur 
approchée, on aura, à fort peu près, 

ii^J2iru ( 1 1 \ , , 

X - = ^( 1+ l^ + 288^ + ---) (20) 

5. Revenant au problème qui fait l'objet de cette note, nous aurons, en 
remplaçant X m _„ par sa valeur, dans la formule (5), 

1 r 1 1 1 

P=7^ 1 T^i-T + T^----* 



1.2.3... (n-l)nL 1 1.2 '" 1.2.3 . . . (m - n - l)(m - n)\ ' 

(21) 

pour l'expression exacte de la probabilité. Lorsque m — n dépasse 13, la valeur 
très approchée est 

0,367 87944119 , N 

1 . 2 . 3 . . . (n — l)n 

Prenons pour exemple m = 20, n = 5, m — n = 15 ; les formules (21) ou (22) 
donnent également 

p = 0,003065662. 

6. Cherchons la probabilité que, dans les deux tirages, aucune lettre ne sortira 
au même rang. Posant n = dans la formule (21), il vient pour la probabilité 
demandée, 

p' = l- - + — -... ± -. — . (23) 

1 1 1.2 1.2.3...(m-l)m v ; 

Et si m est infini, 

p' = - (24) 

e 

Telle est la probabilité que, dans deux séries des mêmes événements indépen- [JMPA 1837:475] 
dants les uns des autres, et en nombre infini, aucun événement n'arrivera dans 
le même ordre. 

Si de l'unité nous retranchons p' , nous obtiendrons, pour la probabilité d'au 
moins une correspondance dans les deux tirages successifs, 

p" = —. (25) 

e 

Cette probabilité est celle du jeu de rencontre, qui consiste en ceci : 

Deux joueurs ont chacun un jeu de cartes, complet ; chacun d'eux tire suc- 
cessivement une carte de son jeu, jusqu'à ce que la même carte sorte en même 
temps, des deux côtés. L'un des joueurs parie qu'il y aura rencontre ; l'autre 
parie le contraire. En supposant le nombre des cartes infini, il est clair que la 
probabilité du premier est p" ', et celle du second, p' . 
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On 



p" = 0,632 ... p' 



0,368 . 



et comme ces valeurs sont fort approchées lorsque m est plus grand que 13, il 
s'ensuit qu'on peut les regarder comme exactes, même pour un jeu de 32 cartes 1 

7. Le problème (1) présente une circonstance assez remarquable : la valeur 
(22) ne contient en dénominateur que la variable n. Quant au numérateur, on 
vient de voir qu'aussitôt que m — n dépasse 13, il reste, à fort peu près, constant. 
Donc aussi, la probabilité demandée est, presque rigoureusement, indépendante 
du nombre de boules que contient l'urne : elle dépend seulement de la quantité 
de boules qui doivent sortir aux mêmes rangs, dans les deux tirages. 

8. Dans la formule (22), faisons varier n de à m, et ajoutons tous les 
résultats : la somme est évidemment l'unité, qui est le symbole de la certitude. 
Donc 



[JMPA 1837:476] 



1 



1 



1 

172 



..± 



1.2.3. 



1 



. (m - 



1.2.3...n 

Cette équation peut se mettre sous la forme 



(26) 



1 = 11+ 



=F 



1 



1 1 

ï + 1~72 + '" + 1 . 2 . 3 . . . m 

1/11 1 

~ ÏV 1+ ï + TT2 + '" + 1.2...(m-l) 

1 



1 .2... (m -2) 
1\ 1 



1/1 1 

ÏT2( 1 + Ï + ÏT2 + - 

1 .2. 3. 4... (m- 1) V + l) 1 .2. 3. ..(m- l)m" 



Multipliant les deux membres par 1.2.3... (m — l)m, elle devient 



1.2.3 ... (m — l)m = [1 + m + m(m — 1) + 
[1 + (m - 1) + (m - l)(m - 2) + 



1 

m m — 1 

' "I 2~~ 



+ m(m - l)(m - 2) ... 3.2.1] 
. + (m - l)(m - 2) ... 3.2.1] 



[1 + (m - 2) + (m - 2) (m - 3) + ... + (m - 2) (m - 3) ... 3.2.1] 



=F 



1 



1 



[1 + 1]±1. 



(27) 



x Le problème dont je m'occupe ici, m'avait été proposé, il y a plus de deux ans, à l'École 
Polytechnique. Ce n'est qu'après en avoir envoyé la solution à M. Liouville, que j'ai appris 
qu'Euler s'était occupé du problème des rencontres, qui est, comme on le voit, un cas très 
particulier du mien. 

On trouvera la solution d'Euler dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, année 1751. 
On pourra consulter aussi le Calcul des Probabilités de Laplace, p. 217, et le tome XII des 
Annales de Mathématiques. Je n'ai eu connaissance de tout cela que depuis peu de temps. 
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Si l'on représente par S n la somme des nombres de permutations de n lettres, 
prises à 0, 1 à 1, 2 à 2,. . . n à n, cette équation peut se mettre sous la forme 

1.2.3 . . . (m — ï)m = S m — C mj i.S TO _i + C TOj 2-S TO _2 — • • • T C TOi i.Si ± 1. (28) 

L'équation (27) exprime un théorème sur les nombres, l'équation (28) un théo- 
rème sur les combinaisons. 

9. Je supposerai maintenant qu'au lieu d'extraire toutes les boules de l'urne, [JMPA 1837:477] 
on n'en tire qu'un nombre t. Le problème 1 se change en cet autre, plus général : 

Quelle est la probabilité que, dans deux tirages consécutifs d'une urne conte- 
nant m boules marquées a, b, c,. . .h, i, dont il en sort t à chaque tirage, n lettres 
sortiront dans le même ordre ? 

En suivant la même marche que précédemment, l'on voit que, après avoir 
fait correspondre n lettres dans un système de deux lignes, il reste à placer dans 
chacune d'elles, t — n autres lettres, prises parmi les m — n restantes ; et cela, avec 
la condition qu'il ne se présente plus aucune correspondance. Supposons pour 
un instant que cette opération a été effectuée de toutes les manières possibles, 
et désignons par Y m _„ t _„ le nombre des systèmes ainsi obtenus. 

Actuellement, les n lettres correspondantes pouvant être quelconques, et 
pouvant occuper t places, il s'ensuit que le nombre ci-dessus doit être multiplié 
par G m ,n ■ Pt,n- Les chances favorables à l'événement demandé sont donc en 
nombre C m . n .Pt.n -Ym-n.t-n- Le nombre des chances possibles est (P m ,t) 2 - La 
probabilité cherchée a donc pour expression 



m—n,t—n 
m.t) 



^111,11 • ~ L.lt ■ ~ III — 11,1 — U /q^\ 

P= (P~^ ' 



10. Déterminons Y m _ n t _ n . 

En remplaçant m — n par /i et t — n par a, la question revient à ceci : 

De combien de manières peut-on former deux lignes composées de a lettres, 
prises parmi fj, lettres données, avec la condition qu'aucune lettre n'occupe le 
même rang dans les deux lignes ? Ce nombre sera représenté par Y^ a . 

Soient les fi lettres a, b, c, d. . .g, h. Considérons l'un quelconque des sys- 
tèmes de deux lignes formées seulement de a — 1 lettres, système qui n'a aucune 
correspondance, et qui sera, pour fixer les idées : 

a, f, i, b ... e, 

<7, i, a, h ... d. (30) 

A la fin de chacune de ces deux lignes, apportons l'une quelconque des fi— (a— 1) 

lettres qui n'y entrent pas : par exemple, g pour la première, et c pour la seconde. [JMPA 1837:478] 

Nous aurons alors deux lignes de a lettres ; savoir 

a, f, i, b ... e, g, 

g, i, a, h . . . d, c. (31) 

Il est visible que ce système sera l'un de ceux demandés, sauf le cas où les deux 
lettres introduites seraient semblables : nous reviendrons sur cette circonstance. 
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En n'en tenant pas compte, nous voyons que, pour un système de (a — 1) 
lettres, nous en obtenons (/i — a + l) 2 de a lettres. Et comme le nombre des 
systèmes de a — 1 lettres est représenté par Y (U , ia _i, celui des systèmes de a 
lettres le sera par (^t — a + l) 2 . Y fta _i, dont il faut actuellement retrancher le 
nombre des systèmes composés de lignes terminées par une même lettre. 

Or, si nous avons placé une même lettre a à la fin de deux lignes de a — 1 
lettres, c'est parce qu'elle n'y entrait pas encore : ces deux lignes peuvent donc 
être considérées comme composant l'un des systèmes de a — 1 lettres, prises 
seulement parmi les fi — 1 autres lettres b, c, d,. . .h. Donc, parmi les systèmes 
obtenus tout-à-l'heure, il y en a Y„_ 1>a _i terminés par a, a, autant par b, b, 
etc. ; en tout, /! . Y„_i ja _i systèmes à rejeter. Nous avons donc 

Y^q = (n-a+ l) 2 Y Mia _i - n . Y^_i >a _i. (32) 

11. Avant d'aller plus loin, remarquons que, pour la symétrie des calculs, on 
peut supposer Y^o = Y^_i.o = 1 : car alors, en faisant a = 1 dans la formule, 
il vient 

Y M ,i = fi 2 - fi= /uQu- 1). 

Il est évident en effet que, si chaque ligne ne contient qu'une lettre, le nombre 
des systèmes est égal au nombre des permutations de fi lettres, prises 2 à 2. 

Maintenant, changeons a en a — 1, a — 2,. . . 3, 2, 1, nous obtiendrons les a 
équations [JMPA 1837:479] 



Y^q = (fj, - 


-a+ l) 2 . Y^a-i -M- Y M _i )( ,_i, 


H,a-1 = (A* 


- a + 2) 2 . Y M)Q _2 - /i • Y At _i >a _2, 


f*,a-2 = (^ ' 


- a + 3) 2 . Y Mia _3 - )u . Y M _i >a _ 3 , 


Y p , 2 = (n - 


- 1) • Y M Q — /i . Y /J _ 1 1, 


Y„,i = A* 2 


1-M-l. 



(33) 



Multiplions la seconde équation par (fi— a+ l) 2 , la troisième par (/! — a - 
(/i — a + 2) 2 , etc., puis ajoutons. Il vient 

Y M , Q = {[i.[i-l.n-2...fi-a+l) 2 -fi. \Yp-i >a -i 
+ { f i-a+lfY^ 1 , a _ 2 +{[i-a + l) 2 { l i-a + 2) 2 Y^ a _ 3 \ (34) 
+ . . . + ((i - a + l) 2 . (fi - a + 2) 2 . . . {fi - l) 2 ] 

Cette équation aux différences finies, est plus compliquée que l'équation (32) ; 
mais elle va nous conduire facilement à l'expression générale de Y„ a . 

Pour cela, posons successivement a = 1, 2, 3, ... dans cette équation, et 
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dans celle que l'on en déduit en changeant fi en fi — 1 ; nous obtiendrons : 

pour a = l,Y M ,i = /i 2 - fi, Y^^ = fi(fi - 1) 

et Y m _i,i = ( M -1)[(a*-1)-1], 
a = 2, Y M , 2 = M 2 (^ - l) 2 - fi[(fx - l) 2 - ( M - 1) + (/i - l) 2 ] 
= /x 2 (^-l) 2 - / «[2( M -l) 2 -( Ai -l)] 
ou Y M , 2 = n{n - l)[n(n - 1) - 2(/u - 1) + 1], 
Y M _i,2 = (M " 1)(A* " 2)[(/i - l)(/i - 2) - 2(/* - 2) + 1], 
a = 3, Y M , 3 = /i 2 (^ " 1) 2 (M " 2) 2 - n[(ji - l) 2 (fi - 2) 2 

- 2(/i - l)(/i - 2) 2 + ( M - 1)( M - 2) + ( M - l) 2 (/i - 2) 2 
-( Ai -l)( Ai -2) 2 + ( Ai -2) 2 ( / i-l) 2 ] 

= fi 2 (fi - l) 2 (/x - 2) 2 - a[3(n - l) 2 (/x - 2) 2 
-Z(fx-ï)(,x-î) 2 + (fx-l)(fx-2)} 
Y„_ 1>3 = fx(,x - l)(/i - 2)[^(/i - l)(/i - 2) - 3(/u - l)(/i - 2) 

+ 3( M -2)-l], 
« = 4, Y Mi4 = M (M " 1)(M - 2) (a* - 3)[a*(/* - l)(/i - 2)( M - 3) 

- 4(/i - l)(/i - 2)(/i - 3) + 6(/i - 2)(/i - 3) - 4(/i - 3) + 1]. 
etc. 

La loi est actuellement évidente, et nous sommes en droit de poser, sauf vérifi- [JMPA 1837:480] 
cation 



Y^q = fx . (fx - 1) . . . (fi - a + 1) Lu . (fx - 1) . . . (fx - a + 1) 

CK (X Oi — 1 

--(fi- l)(fi -2)...(fi-a+l) + j. -g- . (m - 2) . . . (/i - a + 1) 

-...±-0-a + l)Tl 



(35) 



En employant les mêmes relations que ci-dessus, cette formule peut se mettre 
sous la forme plus simple 



Y^. Q — P ju,a[P n,a — C a> i . P^_ l,a — 1 + ^a,2 ■ Pjt— 2,a— 2 
— . . . ± C a ,i . P^_a+l,l T !]• 



(36) 



L'intégrale de l'équation (32) ayant été obtenue par voie d'induction, il est 
essentiel de la vérifier. Pour cela, changeons d'abord a en a — 1 dans (36), puis 
fi en fx — 1 et a en a — 1 ; nous aurons 

Y^ Q _i = P/i,a-l[P/i,a-l — Cq-1,1 . P ( i-1 ! q-2 + C a -i^ • Pp-2,a-3 

— • ■ • T Ca-1,1 . P^-c+2,1 ± 1], 
Y M -i !Q -l = P/i-l,a-l[P/i-l,Q-l — Ca-1,1 . P^-2,a-2 + Cq-1,2 • P/^-3,a-3 

— . . . ± Ca-1,1 . P^-a+1,1 T !]• 
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Multiplions la première de ces deux équations par (fi — a+ l) 2 , puis retranchons- 
en la seconde multipliée par /i, En remarquant que l'on a en général, P mi „ = 
(m — n + 1) . Pm.n-i et P m .„ = m . Pm-i,n-i, nous obtiendrons d'abord 



(fj, - a + l) 2 . Y M!CÏ _i - fi . Y^.i^.i 



«Pa 



(Ca-1,1 + l)P/j-l,a-l 



-(C a . 



1,2 



■ C a _ 



Mais l'on sait aussi que C m ,p 
devient 



^m,p— 1 



•■■±(l + C a _i i i)P„_ a+ i f iTl]- 
C m +i.p : donc le second membre [JMPA 1837:481] 



*■ i4,al*- fj,,a ^ 



ni. • P/i-l,a-l + C Qi 2 • P 



(U-2,c«-2 



± C ai l . P^-a+1,1 +~ 1] : 



expression identique avec celle que nous avons trouvée pour Y^ ]Q . 

12. Si dans la formule (35), nous posons /j, — a = ô, le développement de- 
viendra 



Y 



2).. 


(*+l) 


2 [l 


4(- 


'-h 


è(> 


--) 


(- 


(5 
M -] 


r)l 


...± 


1.2.3. 


1 
. (q 


-r>^ 


?)(> 


<5 


i)- 


C 1 - 


— 1 


1.2.3 


1 
. . . (a- 


l)a 


H) 


i 1 - 


-1/ 


..(. 


-ïïï)]- 





fi,,a 



T 

Comparant cette expression avec la formule (15), on voit que si a = /i, 

Y /4i/1 = 1.2.3...(m-1).A*.X„, (38) 

ce qui est d'ailleurs évident. 

La série entre parenthèse est très convergente : car ses termes décroissent 
plus rapidement que ceux du développement de e . Si a, fi et S sont de grands 
nombres, on pourra remplacer ce développement par celui-ci : 



>-\» 



qui a pour valeur e 



-(H) 



i 

Ï72 



1 



e* 1 



1 



(5\2 



1 



1.2.3 



1 



<5\3 



(38) 



Il serait peut-être assez difficile de déterminer à priori le degré d'approxi- 
mation que l'on pourra obtenir, attendu que plus on avance dans les séries (37) 
et (38), et plus les termes du même ordre différent. Dans les cas où la série (38) 
pourra être employée avec avantage, on aura donc pour valeur approchée de 
Y 



Y 



[H(u-l)(n-2)...(n-a+l)}'< 



H,a 



(39) 



ai' 



[JMPA 1837:482] 
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13. En mettant dans la formule (29), les valeurs des lettres qui y entrent, il 
vient 



t(t-l)(t-2)...(t-n+l) r 1/ S 

1 . 2 . 3 . . . n x ra(ra — 1) . . . (m — n + 1) L IV \i 

1.2 V fj,J\ n-1 



) (40) 



ou bien 



P 



t(t- l){t-2)...{t-n+l) 



1 . 2 . 3 . . . n x ro(m — 1) . . . (m — n + 1) V 1 m — n 



1 



1 t-n 



1 i — n t — n — 1 



(41) 



1.2 ma — n ma — n — 1 
La série entre parenthèses a a+1 = i — n+1 termes : le dernier a pour expression 

1 t — n t — n — 1 1 



1 . 2 . 3 . . . (t — n) m — n m — n — 1 ma — t + l 



1 



(m — n)(m — n — 1) . . . (m — t + 1) 
14. Si l'on suppose t = n, la probabilité devient 

1 



P 



m(m — 1) . . . (m — n + 1) 



(42) 



Il est évident en effet, que si toutes les lettres que l'on tire de l'urne doivent 

sortir dans le même ordre aux deux tirages, la probabilité a pour expression 
p 



Enfin, si nous supposons n = 0, la valeur de p devient 



1 t 



\ t t-\ 



m(m — 1) . . . (t + 1) L Ira 1.2 ma ma — 1 



± 



1 



t t-1 



1 . 2 . 3 . . . t m m — 1 

2 1 



m — t + 2 m — t + 1 



C'est la probabilité du jeu de rencontre, en supposant que l'on arrête ce jeu 
au t œme coup. 
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Sur la Formule de Taylor ; 
Par J. LIOUVILLE. 



[JMPA 1837:483] 



Soit f(x) une fonction réelle de x, dont nous représenterons par f'(x), f"(x), 
etc. les dérivées successives. La formule de Taylor consiste, comme on sait, dans 
l'équation 



f(x + y) = f(x) + ^f(x) + 



y 



-f n (x) + R, 



1.2. ..n 

dans laquelle R désigne le reste de la série. Lagrange a trouvé pour ce reste 
l'expression suivante : 

,.n+l 

1 . 2 . . .n + 1 
où 6 est un certain nombre positif, plus petit que l'unité. Et il s'en est servi pour 
démontrer (en excluant le cas particulier où f n {x) = 0), que, pour des valeurs 
de y suffisamment petites, la valeur numérique de R devient inférieure à celle 

y n 

du terme f n (x) auquel on s'arrête. 

1 . 2 . . . n 
Ce théorème, très utile dans le calcul différentiel, peut subsister encore lors 

même que la dérivée de l'ordre (n+ 1) devient infinie ; et il y a, je crois, quelque 

inconvénient à introduire cette dérivée dans les calculs. Mais il est aisé d'en 

éviter l'emploi. En effet, au lieu de 

,,n— 1 „.n 



f( X + y) = f ( X ) + V - f< ( X ) + ...+ — y. 



(n-iy 



1.2. ..n 



f n (x + 9y), 



on peut évidemment poser 



/(» + v) = /W + l/ l W + -+ 1 . 2 . y .( B - 1) 

pourvu que l'on prenne cette fois 

y" 



f n -\x) + 



1 .2. 



-f n (x)+R, 



Le rapport de R à 



R = 



ir( X + e y )-r(x)}. 



1.2. 



1.2...n 

— f n (x) se trouvant maintenant égal à 
. n 

f n (x + 6y)-f n (x) 



fn( X ) 

on comprend sans peine dans quels cas, pour de très petites valeurs de y, ce 
rapport demeure < 1. Cela a lieu par exemple lorsque la fonction f n (x) est 
continue pour la valeur actuelle de x ; et même il est visible qu'alors on rendra 
le rapport dont nous parlons infiniment petit, en attribuant à y une valeur 
infiniment petite. 

FIN DU TOME DEUXIÈME. 



[JMPA 1837:484] 
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ERRATA. 

Transcriber's Note : Thèse errata hâve ail been corrected in this édition. Page and line numbers 
refer to the original printed copy. 

Page 16, ligne 12, au lieu de l'équation, lisez à l'équation 

21, 3, au lieu de (x — x), lisez (x — x) 2 ™ 

, f(x) , df(x) 
32, 11, au lieu de — - — , lisez 



dx dx 

65, 24, au lieu de y, lisez u 

dn 
70, 21, au lieu de — , lisez dp 

dp 

72, 5, au lieu de e v , lisez e x 

79, 16, au lieu de (u — log A, lisez (u — logÀ) 

95, 13 et 15, au lieu de 4>(x,9), en dénominateur, lisez 4>{x, fi + 9) 

107, 15, au lieu de n'étant plus de degré (n — 1), lisez n'étant plus 

que de degré (n — 1) 

121, 8, au lieu de devra être perpendiculaire à la, lisez devra 

rencontrer la 

122, 27, après ce mot l'autre ajoutez : la normale commune en a 

aux deux dents se confond aussi sensiblement, dans le 

même cas, avec am et A a 
122, 29, au lieu de dans l'hypothèse que z, lisez dans l'hypothèse 

que la normale commune 
132, 5, au lieu de X\ — n , lisez xi — xq 

136, La dernière ligne doit être écrite comme ceci : 

f+l r + l r + l 

X X 3 dx = 0, / XiX 3 dx = 0, / X 2 X 3 dx = 



-1 J-i J-i 

139, 6, au lieu de (x 2 — l) 2 , lisez (x 2 — 1)™ 

146, 14, au lieu de haberi, lisez habere 

256, 1 en remont., au lieu de a~3^ en dénominateur lisez a^^—l 

260, 8 au lieu de —a2X™~ , lisez —a 2 a™~ 

261, 4 en remont. 

au lieu de A g+ i = ( — 1) A s , lisez A g+ i = ( — l)' l A m _ 9 

262, 5 et 6 en remont, au lieu de A, lisez Ai 

262, 6 en remont, au lieu de y m ( kh - k ) ; Usez y m ( kh - }l ) 

265, 15 après P + Q = II = (mod. p.), ajoutez quand 

h sera pair 
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Page 268, ligne 
272, 
273, 
273, 
274, 
282, 
282, 
283, 
285, 
286, 



1 en remont. 
12 

1 en remont. 
6 en remont. 
4 

1 
7 

2 et 3 en rem. 
3 

19 



au lieu de Ni 



-3-Q 



4 en remont. 



* k _ t , lisez N fe _i 
au lieu de +B, lisez — B 
au lieu de 2N' k , lisez 2N^ 
au lieu de —h, lisez +h 
au lieu de de deux, lisez des deux 
au lieu de A = —3 — 3Q, lisez A = 
au lieu de D" = 1 + Q, lisez D" = 1 — Q 
au lieu de v, lisez v 
au lieu de D'", lisez B'" 
au lieu de 10 + 56w + 64w 2 , lisez 6u + Au 2 

(V. le § suivant) 
aw Zieit de + m _i, foez +y m _i 
Cette page est la première du cahier de septembre. Les sept 
feuilles qui composent ce cahier sont les feuilles 41, 42,. . .47 et 
non pas 42, 43,. . .48 comme on l'a imprimé mal à propos : de 
plus, il y a un grand nombre de fautes dans la pagination. En in- 
diquant les corrections relatives au Mémoire de M. Poisson, nous 
citerons toujours les n os que les pages devraient porter, mais en 
ayant soin d'ajouter entre parenthèses ceux qu'on leur a donnés 
par erreur. 
Pages 323 (331), 324, 330 (338) : dans les équations (7), (8), (9), (13), le signe 

de t doit être changé. 
d/3 d'y dp d'y 

— , lisez — ,— 



291, 
317. 



330 (338), ligne 4, au lieu de 



330 (338), 
333, 

333, 



335, 
346, 
348, 
349, 

351, 

361, 
361, 



5, au lieu de 



$$' 



14. 



dh' dh „ de 1 de 
au lieu de t — 1 = 

rdr 



rdr 



t+l 



"\/2Rr 



2hr 2 



lisez 



\/2R72" 



15, au lieu de v — l 



2hr 2 



dr 



l 



edr 



V2Rr 



2hr 2 



lisez 



V2Rr 



2hr 2 



7, au lieu de —t + e, lisez t + e 
17, au lieu de dD, lisez d[n,i] 
5, en remont., au lieu de A i lisez A 1;1 
3, en remont., au lieu de n, lisez u 
dU \ 2 ,. /dU 



5, au lieu de 2 



lisez 



-dA li3 / VdAi >3 

11, au lieu de A2 j3 = — A 3j 2, lisez A2.3 
4, en remont. au lieu de 7, lisez v 



l 3,2 



-B6 
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Page 362, lignes 1,2,3 en remont., au lieu de 7, lisez v 

362, 6, au coefficient de u, ajoutez — 6 2 (A 2 + C 2 ) 

363, 12, au lieu de — ai^O ■ ■), Usez —a^^i- ■ •) 

363, 2, en remont., au lieu de :i>(L" cos (j) . . .) : V, lisez 

:^(L"cos </>...): v 

364, 13,14,15, au lieu de EX, EY, EZ, lisez E /x, E Y, E /z 

364, 1, en remont., au lieu de = —, lisez = + 

364, 2, en remont., au lieu de — sm(j)COS 2 <p, lisez — sin (f) cos (f) 

365, 10, effacez - 

P f 
365, 10 et 11, au lieu de / , lisez c 2 



367, 1, au lieu de o TO _i, lisez A m _i 

367, 4, ait Zzeit de D m , lisez x m 

368, 23, au lieu de A'_ 1; fesez A^_! 
372, 14, ait Zzew de — lisez + 

372, 16, au lieu de a m , lisez a m 

428, 1)4,6, au lieu de D m , lisez D TO _i 

428, 1,4,6,11,12, au lieu de D m+ i, lisez D n 

2fi 

428, 16, après ces mots et à — , ajoutez donc auparavant elles 

. 2 fl 

étaient < — 

P 
435, 7, att lieu de (in — 1), lisez (n — 1) 

437, et 438, au lieu de paramètre, lisez partout demi-paramètre 

d 2 V f 1 

441, 12, au lieu de — ^ (V + ^ x / ^Vdx), lisez 

UX J r Q 

d 2 v r 1 

-v^- + r(V + 6 2 x / xVdx) 
ax J 

449, ligne dernière, ait Hew de V + 6 2 x / xV' dx, feez 

Jo 



r'{V' + b 2 x xY' dx) 
451, ligne 17, au lieu de —, lisez — 



FIN DU DEUXIEME VOLUME. 



378 



Typographical Errors corrected in Project Gutenberg édition 

Transcriber's Note : Thèse errors hâve ail been corrected in this édition. Page numbcrs refer to 
thc PDF pages. 

Page 11. Equation for — A;, : subscript b not printed. 

Page 13. Expressions following "écrire la série ainsi qu'il suit", end of last 
numerator on second line, terni [n — (p — b + q)] was printed as [n— (p — b-\ — 1 )] . 

Page 18. First I , squared sign not printed. 

v dpdq / 

df(x) 

Page 31. Expression following "cette même quantité" V printed as 

dx 

V /M. 

dx 

Page 33. "de la forme /(ce) + \f— T . F(cc)" - the root sign is printed too long, 
likc y/-l.F(x). 

Page 46. Equation following "A cet effet, nous l'écrirons sous la forme" 
(m 2 + n 2 ) 2 (m 2 + n 2 ) 2 

-— -2 P rmted T^2~, — 2Y2- 

Page 68. "d'autres exponentielles monômes" corrects typo "expronentielles". 
Page 76. Second équation after "En posant, pour abréger" A/3 + B/3i + . . . + 

C/3i = P printed as A/3 + B/3i + . . . + B/3, = P. 

dy a dx a 

Page 79. "à cause de = — " printed = — (see "Mais l'équation" on 

ydx x ydx x 

Page 78. 

Page 80. Equation <j>{x,ï) = — ^ . i m the final . i m is missing (compare 

e mu in the next équation). 

Page 86. "x et z sont deux variables comprises entre —1 et +1" printed as u y 
et z", there is no y at this point and it seems clear from the following discussion 
that x must be meant. 

Page 92. "la vitesse angulaire de la roue" corrects typo "augulaire". 

Page 112. "pour x = 1. En d'autres termes si l'on pose" the " = 1" was not 
printed. 

Page 112. Equation after "ne peut être que de la forme", limits on the first 
intégral were missing. 

Page 116. "Les lignes de courbures de Monge" corrects typo "coubures". 

Page 117. "l'on peut ajouter à celles du contact" corrects typo "conctact" ; 
and so also in "le contact de l'ellipsoïde ne saurait être élevé". 

Page 119. Heading "PREMIÈRE PARTIE." : typo "PRMIÈRE". 

Page 126. "ou (fj,,f, p)," : v not printed. 

Page 129. Second line after "on trouve" p 2 = p' : /! not printed. 

Page 137. "des surfaces de révolution des deux autres systèmes" corrects typo 
"antres". 

Page 139. "des longueurs finies" corrects typo "longuenrs". 

Page 139. "des hyperboloïdes à une et à deux nappes" corrects typo "napes". 
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d/i dv 
Page 141. First Une after "en sorte que l'on doit poser", second group, — . — 

dx dx 
dv dv 
printed as — . — . 
dy dy 



d\/fi 2 — c 2 dW/j, 2 — c 2 

Page 143. pcnultimate une in (16), printed as . 

de aÇ 

d 2 Y d 2 Y 

Page 144. Second équation in (17)bis — 5- + . . . printed as — — = . . .. 

dr/ 2 drj 2 

Page 146. In § XXVI. "d'équations aux différences ordinaires" last word prin- 
ted "or-naires" on linc break. 

1 
n 2 f 2 x dO 

Page 151. After "d'où l'on conclut" last terni / — -^^^=^^^= prin- 

3 Jo VI - a 2 sin 2 9 

;h a6 

ted 



3 Jo yl - a 2 sin 2 9 
Page 153. "le parabole de osculateur" corrects typo "parabolo". 
Page 162. Equation (V) terni /3S'Ayi subscript i missing. 
Ibid. "représentées par A j/i," superscript 2 missing. 

Page 181. Second équation in (5) — — printed as 

p(p 2 — a) V e — 2c 



p(p 2 — x)^/c — 2c 

Page 181. "se réduira à u A — 8u = 0" : u 6 — 8u = in original. 

Page 181. Equation after "déduirait de la formule connue" ^n^ printed 

nsin 

n 
ir 

as mx ■ 

nsm 

n 
Page 184. After "laquelle résultera des équations successives" second équation 

2/2=2/1 + f{ x i,yl)^ lx , printed y\ = y\ + f{x ri y\)/\ 1 x,. 

Page 185. Equation after "on aura évidemment" the final x r+ \ printed x r -\. 

Page 190. Equation after "on aura pour l'erreur totale sur y n r ' 

Ax 2 rA" r Aa; 2 rA" 

ày n < —^~ [-g- ••• printed à y < —^- ^— . . .. 

Page 191. After "dans l'intérieur du rectangle, par" ; Q, A" . . . primes on A" 
not visible. In the next équation AJ,' was printed for A". 

Page 194. After "on peut donc poser" the end of the numerator [1 + e^ (Q + 
AT)A:r] n - 1 appear as ... Ax - 1]" 

Page 199. After "Prenons donc un nombre", first équation the B is not prin- 
ted. 

Page 199. After "Dans cette formule identique", first équation first terni 

a a 

— printed as - — — . 

K - A KA 

Page 205. In 3°. and 5°. "les racines de . . . x h " was printed x rn . In 4°. 

p (h-l)m+2 wag printed p (m-2)m+2_ 

Page 207. Term Am ~ 1 A m ~ 2 a^-VW* printed as ^=l^=l a (m-3)h b h_ 

AiA 2 ' AiA 2 
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Page 208. Equation (5) second Une b 2h printed as a 2h . 

Page 210. Equation after "si l'on prend d'abord la congruence" the is not 
printed. 

Page 210. y\ + y 2 + ■ • - + v} = n(zl + z 2 + . . . zf) (mod.p) printed z\ + z 2 + . . . 

Pages 213, 217, 221. "la congruence (4). . ." printed "la congruence (3). . .". 

Page 215. " Deuxième cas. p = 4ç+l" The p is printed P. So also in " Troisième 
cas. p = Aq — 1" on page 216. 

Page 216. First term N' fc only the N is printed. 

Page 220. "Soit L 2 + 27M 2 = 4p, où L et M sont positifs" printed 4 2 + 27M 2 = 
4p. 

Page 220. In footnote : 

1°. (LL/ - 27MM') 2 + 27(LM' + L'M) 2 = 16p 2 . 
2°. (LL' + 27MM') 2 + 27(LM' - L'M) 2 = 16p 2 . 
3°. (LM' + L'M)(LM' - L'M) = 4p(M' 2 - M 2 ). 

were printed 

1°. (LL' - 27MM') 2 + 27(LM' + L'M) = 16p 2 . 
2°. (LL' + 27MM') + 27(LM' - L'M) = 16p 2 . 
3°. (LM' + L'M)(LM' - L'M) = 4p 2 (M' 2 - M 2 ). 

Page 220. In Théorème. L 2 + 27M 2 = 4p printed L 2 + 27M = 4p. 
Page 221. In Section VII heading a\x\ + a^x\ printed oix 4 + a\x%. 
Page 221. after "qui devient ici" 

-S 2 = a h + (a 2h + ^b h a h ) + a 3 h + ^a 2h b h + ^a h b 2h (mod. p). 
V Ai / Ai Ai 

printed as 

Q _ h . I 2h . A ,h h\ , 3j, , ^3 2h,h . ^3 hi2h / j \ 

— b2 = a + I a + -7—0 a I + a n H — —a b + -r—a b (mod. p). 

Page 222. The entries y\ — a 2 y\ = a 2 , C" and y\ — a 2 y\ = a 3 , D" were 
printed as y 2 . . .. 

Page 225. Equations (36), third line A" + B'" = 2(p+l) RHS printed Q(p+1) 
Page 226. A m = ((m— l)h+l) . . . mh printed as A m /j = (m— l)(/i+l) . . . mh. 
Page 226. Section VIII. heading, A^x™ printed as A™x™. 

(k — l)m + 2 (k — l)m — l 

Page 227. Expression for yi final term R p printed as R p 

Page 228. Before (41) b = c . . . = g = printed b = c . . . = y = 0. 

Tn a 

Page 229. Before (42) a = f + — printed a = f + -. 

Page 229. Expression for pNi term 2/2(1 + my-i) printed 2/2(1 + my\). 
Page 238. In paragraph "Il est facile de vérifier. . ." (m+ l)(n+ 1) — 1 printed 
(m + l)(n- 1)- 1. 



381 



Page 239. Line after "satisfont à la condition que les coefficients différentiels" 

d 2 z d 2 x 

— — pnnted as ——. 
dy i dy A 

Page 242. "ce qui n'est pas possible" printed "pas pas" over line break. 

Page 251. Expression after "en retranchant . . .", terni dxâx' — dx'ôx printed 
as dxâx' — dxôx. 

Page 252. Equation afer "Mais, en vertu" the terni dz'ôz was printed ôz'ôz. 

Page 252. Equation before (7), +tôh printed as —tôh, corrected in line with 
errata to équation (7) etc. 

Page 254. In "la formule Xdcj) + Ydip + ZdO + etc.", second terni printed Vdtp- 

Page 254. After "en effet. . ." SV = f(Xd.6</> + Yd.ôtp + Zd.ôe + etc.) printed 
SV = J(Xd .4> + Yd.5ip + Zd.5z + etc.) 

Page 260. "La troisième se réduira" : typo "troiisème". 

Page 261. First équation after "on aura donc" printed — . 

dy dx dy' y 

Page 265. In the lists headed Ui and U2 the Ui and U2 were interchanged. 

Page 269. After "on trouvera pareillement" — printed — . 

tg H 

Page 270. "on trouvera — — = (— l) l+9 [i, g}" printed — — . 

Page 271. Equation (25) : 
4th line 2A 1 , 2 A M A 2!4 (A 3 , 3 - u) printed 2A li2 A 2!4 A 2!4 (A 3 , 3 - u). 
6th line A 2 3 (A 2i2 - u)(A 4)4 - u) printed Af 4 (A 2j 2 - u)(A 4 , 4 - u). 

Page 272. Equation (26) : 
start of 3rd line — A 2 n (Ai.i — u) printed — A 2 „(Ai i4 — u). 
4th line last terni (A„_ 2 „_ 2 — u) printed (A„_ 2 .„_i — u). 

Page 279. Equation for Jj/i2/ 2 drn last terni A 3j3 a3 j2 printed A 33 a 3]3 . 

Page 280. Equation for a| 1; {A.2,2 — Ui) printed (U 2 , 2 — Ui). 

Page 283. x 3 = a 3] iyi . . . printed x 3 = ao,i2/i 

Page 284. After "se réduisent à", terni (L'cos0 + M'sin^ + N') printed 
(Lcos^ + M'sin^ + N'). 

Page 368. "indépendants les uns des autres" typo "les uns". 

Page 372. Y^, second line at end, (/1 — l) 2 (n — 2) 2 final 2 not printed ; fifth 
line, final ] not printed. Y M _i i3 subscripts not printed. 

Page 374. Equation (41) numerator starting t(t— l)(t — 2) printed t(t — 2)(t — 

2). 

Page 376. Errata, page 261, (— 1) A m _ 9 the g is not printed. 

2fj 2/i 

Page 378. Errata, page 428, — printed (twice). 

P P 
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